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Klasické ulohy geometrické
pravdépodobnosti

Zdenék Pilpan, Ondrej Slavicek

Abstract [Geometric probability]: The article shows the solutions the Buffon
needle problem and the Bertrand’s paradoxes.

Key words: geometric probability, the Buffonneedle problem, Bertrand’s pa-
radoxes.

Souhrn: V ¢lanku jsou ukazana feSeni Buffonovy ulohy o jehle a Bertrando-
vych paradoxd.

Klic¢ova slova: geometrickd pravdépodobnost, Buffonova uloha o jehle, Ber-
trandovy paradoxy.

MESC: C30, G40, G50, K50.

Uvod

Geometricka pravdépodobnost jako smér teorie pravdépodobnosti se objevila s tlo-
hami, které formuloval Georges-Louis—Leclerc Buffon (1707 — 1788), francouzsky
matematik a botanik. Nové ulohy z oblasti geometrické pravdépodobnosti, které sou-
visely s llohami Buffonovymi, zvetejnil v 19. stoleti dalsi francouzsky matematik
Joseph-Louis-Frangois Bertrand (1822 — 1900). Néktera feseni uloh z geometrické
pravdépodobnosti budila rozpaky, proto byla v t¢ dob¢ prezentovana jako ,para-
doxy*, pozdé&ji se vsak ukazalo, Ze ptic¢ina problému spocivala v nepfesné (nedosta-
tecn€ podrobné) formulaci ndhody a z toho vyplyvajicim riiznym moznostem feseni.
Ukazeme nékteré Buffonovy a Bertrandovy ulohy a jejich feSeni z pohledu soucasné
teorie.

1 Zaklad teorie geometrické pravdépodobnosti

Nahodny d¢j, ktery budeme popisovat, si mizeme predstavit jako ¢innost jistého na-
hodného generatoru. Ten je uréen mnozinou dvojic (z, f(z)) a ndhodnym mechanis-
mem, ktery v kazdém kroku ndhodné¢ voli prvek x z mnoziny M v zavislosti na vaze
f(z) € (0;1); interval (0; 1) je mnozinou vah. Vaha f(x) nas informuje o tom, jaka



je mira o¢ekavani vybéru x € M; ndhodny vybér prvku x € M je realizaci ndhod-
ného generatoru (f(x) nezavisi na potadi jednotlivych realizaci generatoru, uvazu-
jeme jeho funkci jako posloupnost vzajemné nezavislych voleb x € M).

a) Nejjednodussi uloha

Uvazujme M jako mnozinu konecné mnoha (napiiklad n) bodt x; useCky AB. Uzi-
jeme-li takového ndhodného generatoru, ze kazdy z bodi mnoziny M usecky AB
ma stejnou moznost, Ze bude vysledkem jeho nahodné volby, pak musi byt f(z;) =
= konst pro kazdé i. VyuZzijeme-li moZnosti normovani, volime » ;" | f(z;) =1 =
= n - konst, tedy konst = % = f(x;) pro kazdé i. Pak je pravdépodobnost P, ze
bod zx, generatorem nahodn¢ stanoveny, bude nékterym z bodl usecky CD, ktera je

¢asti useCky AB, rovna

- , (D

1 pocet bodii z M, leZicich na usecce CD
PZZf(xi)_ZE: -

kde se scita jen pfes ty body mnoziny M, které jsou na usecce CD. Pravdépodob-
nost P je pomér poctu vSech ptipada ptiznivych (tj. v tseéce CD) ku vS§em moznym
(v tsecce AB).

V ptipadé, Ze generator dava kazdému bodu x; mnoziny M obecné jinou moznost
f(z;) > 0, Ze bude vysledkem jeho volby, je pfedchozi pravdépodobnost uréena
jen prvni ¢asti pfedchoziho vztahu, tedy jako > f(x;) . Jak v8ak postupovat, kdyz
mnozina M je mnozinou vSech bodii usecky a nahodny generator ptifazuje v kazdém
pokusu s jistou, obecné rozdilnou ,silou“ f(x) bod z GseCky AB? V tom piipadé
musi ptejit obycejné s¢itdni na integrovani a odpovidajici pravdépodobnost P pak je
pomer

P | f(z)dz, kde se integruje pres vSechny body tsecky CD
[ f(x)dz, kde se integruje pres viechny body tisecky AB

2)

(pouzijeme-li opét normovaci techniky, stanovujeme integral [ f(x)dz pres viechny
body usecky AB roven 1).

Nékdy vsak o funkci nahodného generatoru toho moc nevime. Pak o jeho funkci
si musime vytvofit ur¢itou piedstavu na zakladé vlastni uvahy. Na zakladé toho, co
jiz vime, pfistupme k feSeni nasi alohy. (Obr. 1)

—t——
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Obrazek 1. K nejjednodussi iiloze geometrické pravdepodobnosti



Uvaha o ndhodné volbé bodu X z Gise¢ky AB pii neznalosti funkce nahodného
generatoru muze byt zaloZena na piedpokladu, Ze neni diivod k rozdilné miie oceka-
vani, ze bod X se octne v ur¢itém bod¢ usecky AB nez v jiném bodé¢ téze usecky. Pak
je rozumné uvazovat, ze hledana pravdépodobnost P je umérna délce usecky CD:

_ €D
- JAB|’
Piedchozi vztah pro pravdépodobnost P (vyjadfeny pomérem) je vzorcem (B).
Body usecky AB, predpokladame A # B, vSak reprezentuji nekone¢nou mnozinu
vsech stejné moznych elementarnich piipadd, i body usecky CD reprezentuji (az na
degenerovany ptipad, kdy bud’ C = D nebo takova tsecka CD neexistuje, pak je
|CD| = 0) opét nekonenou mnozinu viech piiznivych piipadii. Rozdil od () je
v tom, ze mnozina vSech moznych vysledkl (reprezentovana body usecky AB) je
zde nekonecna a dokonce nespocetna. Pravdépodobnost P nelze pak ur¢ovat pomoci
poméru poctu pripadd ptiznivych k poctu viech ptipadi moznych, tedy pomoci prav-
dépodobnosti na elementarnich jevech. K uréeni pravdépodobnosti je pak nutné uzit
vhodné miry, definované i pro vice nez spocetné mnoziny (zde na tisecce AB). Vhod-
nou mirou je v ptipadé, kdy ndhodna metoda zajist'uje pro kazdy bod X usecky AB
stejnou Sanci, ze bude vysledkem pokusu, velikost tisecky. Je dobré si vSimnout, Ze
pravdépodobnost P, po¢itana podle (B) nezavisi na poloze use¢ky CD na tisece AB.
Predpokladejme, Ze jind metoda ndhodného urceni bodu X na Gse¢ce AB vyuziva
nahodny generator, pro néhoz mista bliz§i bodu B maji vétsi Sanci, ze budou vysled-
kem pokusu, tedy f(z) = kx,k > 0. K uréeni polohy usecky CD na usecce AB
zavedeme na use¢ce AB soustavu soufadnou: A[0], B[1]. Pak pro nahodnou volbu
bodu X na na tisecce CD (Cl[c], D[d], d > ¢ > 0;d < 1) je

A+ B. 3)

2

d d?—c
kxd
_ fc xax — d2 o 02. (4)

2

fol kx dx 3

Podle () hodnota pravdépodobnosti P zavisi na poloze ise¢ky CD na tisedce AB.
Z ptedchozich piikladd vyplyva, Ze pro spravny vypocet pravdépodobnosti potte-

bujeme znat vlastnosti generatoru nahody, pro ktery pravdépodobnost urcujeme.

Ptipad nahodného generatoru, generujiciho body na Gseckach nebo kiivkach, pti-
padné plochach ¢i v prostoru tak, ze kazdy bod bude mit a priori stejnou moznost
byt vygenerovan ze zakladni (geometrické) mnoziny M je ptipadem nejcastéjSim
a také nejsnadnéji predstavitelnym. V ndhodnych pokusech s geometrickymi utvary
to Casto byva jako zakladni pfedpoklad pro funkci vstupniho ndhodného generatoru.
Hodnoty takto jednoduse pracujiciho ndhodného generatoru miizeme pro konecnou
zakladni mnozinu M ziskat losovanim nebo z tabulek nahodnych cisel (pro cislice



0,1,2,...,9) nebo také jako funkce Ran(x) v pocitaci ¢i na kalkulacce (pro trojice
¢islic 0,1,...,9).

Podivejme se nyni na to, jaky vliv na vahovou funkci f vsech bodii iisecky bude
mit nas predpoklad o funkci ndhodného generatoru.

b) Zavedeni soufadnic
Uvazujme trochu obecnéji o ,,vaze vSech bodl usecky“ s krajnimi body o soufadni-
cich z1,z9 (z1 < x2). Za hledanou miru budeme povazovat nezapornou hodnotu
funkce g(z1, z2) s podminkami, odpovidajicimi témto intuitivnim predstavam:
1) hodnota funkce g(z1, 22) nezavisi na poloze poc¢atku soufadného systému
2) lezi-li n€jaky bod se soutadnici x3 uvniti usecky s krajnimi body o soufadnicich

x1, T2, pak musi platit

g(w1,2) = g(x1,23) + g(T3, T2).

Jestlize nyni zavedeme nové soufadnice X = x + a, kde a je konstanta, musi byt
podle 1) g(z1, z2) = g(X1, X2). Tedy g(x1, z2) je mozné zapsat jako funkci H jediné
proménné xo — x1, g(x1,x2) = H(x9 — x1). Z podminky 2) pak plyne, ze

H(.ﬁlfg — xl) = H(l’g —$3) —i—H(:Bg —xl).

Rozdil x5 — x1 je délka tsecky AB. Zavedeme-li do dan¢ho vyrazu z = xo — x3
ay = x3 — r1, dostaneme jednoduchy a velmi srozumitelny vyraz pomoci funkce f,
definované vztahem f(z) = H(xz9 — x3) ve tvaru

flx+y) = fx)+ f(y).

To je funkcionalni rovnice, ze které vyplyva, ze kazda nezaporna funkce f(z), ktera
spliuje predchozi vztah, se da vyjadiit jednoduse: f(z) = k - x, kde k > 0. Z pied-
chozich intuitivnich pfedpokladii vyplyva, ze zminovana vaha vsech bodii jakékoliv
usecky velikosti x je pro takovy nahodny generator rovna k - x, tedy imérna velikosti
x usecky (pii predpokladané funkci naSeho ndhodného generatoru).

c¢) Predchozi vztahy lze pouzit k vypoctu pravdépodobnosti volby bodli X z usecky

CD umisténé na use¢ce AB vztahem P(CD) = % nebo i v ptipadé, ze body X

lezi v ¢asti CD oblouku AB néjaké kiivky. Podobn¢ bereme tihel o za miru vSech
polopaprsk, které uvnitt toho thlu z jeho vrcholu vychazeji

!
P=—.
2
Za miru mnozstvi bodi, které vypliuji uritou ¢ast prostoru, roviny ¢i kiivé plochy
nebo kiivky povazujeme velikost objemu ¢i plosny obsah nebo délku piislusné casti.



Zamiru urcitého svazku rovnobéznych ptimek (rovin) bereme v roving velikost kolmé
usecky, jejimiz v§emi body piimky (roviny) prochazeji.
Ptislusné vzorce pro vypocet pravdépodobnosti P musi spliiovat podminku inva-
riance vaci shodnému zobrazeni (to je totiz zobrazeni, zachovavajici velikost tisecek).
Nasledujici priklad ukazuje, ze nelze uzit pro vypocet pravdépodobnosti vzorce,
ktery by vznikl pfepisem pro nelinearné transformovanou nahodné uréenou veli¢inu.

Priklad: Transformujeme-li ndhodné zvolenou nezapornou veli¢inu X ryze mono-
tonnim nelinearnim vztahem Y = ¢(x) na veli¢inu Y, pak pro pravdépodobnost P
plati

wXY) y-—=

_ _ . _ oY) —plx)
Pl <X <y)= Q) @) # Po(z) <Y < o(y)) o)

Napiiklad pro = > 0 je také ryze monoténnim vztahem Y = X3, pro tento vztah ale
neplati konstantnost hustoty. Uvedena transformace tedy neni transformaci vhodnou.
Prava strana piedchoziho vztahu neni mirou velikosti usecky, pokud ji spravné (tj.
linearng) netransformujeme.

Lze to hned vidét napt. v tloze o pravdépodobnosti, Ze ,nadhodné* voleny bod
usecky padne do nékteré jeji Casti:

1 =0; xo =1; :E%Il; z3=0,1; x4 =0,3; :13%:0,001; miz0,0Q?

2 27 — 1
0’1 :072§P:w:07026

Hodnoty pravdépodobnosti P po transformaci Y = X3 se li§i od hodnoty pred trans-
formaci, tato transformace nemuze byt pouzitelnou transformaci ndhodné uréenych
veli¢in pro dany ukol uréeni pravdépodobnosti. Ctenaf jisté poznal, Ze zde jde o jiny
generator ndhody nez ndmi praveé uvazovany.

pP=

d) Zakladnim a nejobecnéjSim vztahem pro geometrickou pravdépodobnost jevu A
na zakladni mnozin¢ €2 je

HANQ)
1(€2)

kde p je vhodna mira na borelovskych mnozinach v €2. Nejcastéji to je Lebesgueova
mira. Touto mirou w je naptiklad velikost usecky (pro usecku), velikost plochy (pro
plosny utvar) nebo velikost objemu (pro ur¢itou ¢ast prostoru). Jevem A se zde rozumi
geometricky objekt, ktery je borelovskou mnozinou z €2, tj. je objektem pro ktery je
mozné urcit délku, obsah nebo objem.

P(A|Q) = : (%)



Tato definice geometrické pravdépodobnosti v sobé zahrnuje jak ptipady klasické
definice (pomoci které je pravdépodobnost pomérem poctu vSech ptiznivych ptipada
ku v§em moznym), tak i situaci, kdy se pravdépodobnost tyka i systému nekonecnych
(ovSem jen borelovskych) mnozin. Pro nekonecné mnoziny musime elementarni vy-
sledky uvazovat jako diferencialy dw:

- jednorozmérny ptipad: dw = dz,
- dvourozmérny piipad: dw = dx dy,
- trojrozmérny piipad: dw = dz dy dz.

Mira p souvisi s nahodnym generatorem. Pro jednorozmérny ptipad je u(ANQ) =
= [4nq f(x)dz, kde f(x) je vaha (také jsme fekli ,sila“) ndhodné volby 2 € AN,
pro dvourozmémy je (AN Q) = [, , f(x,y)dz dy, kde f(z,y) je vdha nahodné
volby (z,y) € AN, atd. V matematice se takové vahové funkce f nazyvaji husto-
tami.

Zaména proménnych (napiiklad pro dvourozmérny piipad) ve tvaru z = ¢(a, 8);
y = Y(a, B) vede pak od elementarni pravdépodobnosti dw = dz dy k elementarni
pravdépodobnosti dw = J(a, ) dadf, kde

O  OY

0 0
J(Oz7ﬁ):| 3:: az ‘

o8 0B

je determinant z Jacobianu transformace. Uvedenou transformaci proménnych piejde
funkce nahodného generatoru s vahou 1 pro kazdy prvek z M na funkci nahodného
generatoru s vahou |J(«, 3)].

Jeden z ditvodii, proc jsou ulohy z geometrické pravdépodobnosti obtizné

Pokusme se urcit miru vSech secen dané kruznice k se sttedem v pocatku soustavy
soufadné a polomérem r nasledujicim zptsobem. Vyjdéme z obecné rovnice pifimky

ar+by+c=0, kde a®>+b*#0.

Tato rovnice uréuje piimku na zakladg tfi zavislych soufadnic (a, b, ¢). Pocet soufad-
nic, kterymi je pfimka uréena, miizeme snizit na dv¢, kdyz budeme piedpokladat, ze

c#0:
a b
-2+ -y+1=0=ur+vy+1=0.
c c
Pfedchozi rovnice urcuje ptimku pomoci dvou soufadnic (u,v). Pfitom jsme vSak

predpokladem ¢ # 0 vyloudili piimky, prochazejici poc¢atkem soustavy soutfadné.
Které z pfimek vyjadienych pomoci u, v jsou secny dané kruznice? (Viz Obr. 2.)



ax+by+c=0

S

Obrazek 2. K urceni miry secen dané kruznice k

Ozna¢me pismenem p délku kolmice, spusténé ze stiedu dané kruznice na pfimku
uréenou soufadnicemi (u, v). Pak plati

1
p=
Vu? + v?
Svira-1li kolmice spusténa z pocatku soustavy soufadné na nasi pfimku orientovany
uhel ¢ s osou x, miizeme piejit k novym soutadnicim piimky (p, ), které jsou vza-
jemneé nezavislé a jejich vztah s ptivodnimi soutadnicemi je ur¢en dvéma rovnicemi
1
;
Vu? +v?
Zde jsme navic vyloucili pfimky rovnobézné s osou y. Podminka pro to, aby ptimka,
uréend soufadnicemi (u, v) byla se¢nou kruznice & je
1 2

1
O<p<r — 0<——<r? 5 W24+02>-=.
p u? + v? r2

u? + 0% #0.

v
@ =arctan —; u # 0.
u

V soustavé soufadné (u,v) je tato mnoZina neomezend, tudiz nema koneénou miru

(je to vn&jsek kruznice se stfedem v pocatku soustavy soufadné a polomérem 1/r).
Trochu pfedbéhneme dalsi vyklad a pokusime se stanovit podminku pro to, aby

délka secny byla vétsi neZ strana rovnostranného trojuhelnika, vepsaného do kruznice

k. Je ztejmé, ze takové seCny musi spliovat nasledujici podminku

r 1 r?

2 2 4
- <= - u+vi> .
r

<
P=3 u? 4 2 4

I tato mnozina je vSak v soustavé (u, v) neomezena. Nelze tedy odhadnout pravdé-
podobnost ur¢enim plochy z rovnomérného generovani bodi secen v soustaveé (u, v).



(Poznamendvame jen, ze jsme zde vynechali jen ty mnoziny secen, které maji miru
rovnu 0.)

Budeme-li v8ak pouzivat soustavu soutadnou uréenou dvojici (p, ¢), pak v ni
primky, které jsou se¢nami dané kruznice se zobrazi obdélnikem se stranami r, 27
(bez bodi se soufadnici p = 0 a p = 7; 37”) a secny, které maji délku vétsi, nez
je strana vepsaného rovnostranného trojuhelnika se zobrazi obdélnikem se stranami
o délkach 5, 27 (opét s vynechanim piislusnych dvou tsecek). Pomér odpovidajicich
ploch je tedy 1/2 ato je také geometricka pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrana se¢na
ma délku vétsi nez je strana rovnostranného trojihelnika vepsaného do kruznice (pii
rovnomérném generovani p € (0;7) a ¢ € (0;27)).

Jaké podminky musi splnovat transformace soufadnic, abychom z transformova-
nych soufadnic mohli urcit pfisluSnou geometrickou pravdépodobnost? To uvidime
v nasledujici kapitole.

Kanonické vyjadreni primky
Obecna rovnice ptimky az + by + ¢ = 0, kde a® + b?> # 0, ¢ < 0, se da psat po
vydéleni v/aZ + b2 ve tvaru

z-cosp+y-sing —p=0;

a . b —c ©)
————; sinp = P = .

aZ + b2’ VaZ+2"" Va? + 12

Tyto rovnice zobrazuji pfimky v trojrozmérném prostoru se tfemi zavislymi soufad-
nicemi (a, b, ¢) nebo dvéma nezavislymi soufadnicemi (¢, p). Pro nas ucel popisu
je vyhodné vyuzivat dvourozmérny popis jen uréité mnoziny piimek neprochaze-
jicich pocatkem soustavy soufadné (vynechanim této mnoziny piimek neohrozime
spravny odhad miry mnoziny vSech pfimek vyhovujicich danym podminkdm). Vyuzi-
jeme pii tom vyhodné geometrické interpretace parametrd (¢, p). Pata kolmice, spus-
téné z pocatku soustavy soufadné na piimku pak ma soufadnice [p - cos p; p - sin ¢];

—C

P=Jmm 0, cosp = %, singp = %, kde ¢ je smérovy uhel kolmice na ptimku, p

cosp =

je vzdalenost piimky od pocatku soufadného systému; piimky neprochéazejici pocat-
kem soufadného systému maji vyjadieni = - cos ¢ + y - sing — p = 0 s parametrem
p > 0. Timto vyjadfenim jsou jednoznacné urceny soufadnice p > 0 a ¢ vSech ta-
kovych piimek. Pfedchozi rovnici mizeme vydélit —p # 0 a dostaneme rovnici ve
tvaru

rCcosyp  ysing
_|_
—-Pp —-p
Transformace soufadnic necht’ je vyjadiena rovnicemi:

+l=zu+yv+1=0. (7)

=22 cosa — vy sina+ a,
y=a'sina+ y' cosa + b.

(8)



cosa  sino
—sina  cos«
mace je kanonicka (je to posunuti a otoceni, tedy shodné zobrazeni, o ném vime, ze
zachovava velikost usecek). Transformace rovnice uz + vy + 1 = 0 podle nasich
vztaht je pak

Pak je dz dy = dz'dy/, protoze F(«, 3) = = 1 a tato transfor-

u(z' - cosa —y -sina +a) +v(a’ -sina+1y -cosa+b)+1=0.

Porovnanim koeficienti u novych proménnych z’, v/ dostaneme vztah mezi koefici-
enty pivodni a transformované rovnice Uz’ + Vy' + 1 = 0:

U+ COSQ + v - sina —u - sina + v - cos
U= i V= + . )
ua +vb+1 ua +vb+1
;o s . FIUAY .
Vypoctem Jacobidnu této transformace W = i i a po algebraickych
ov ov

upravach ziskame vztah pro miru ,,po¢tu“ pfimek se soufadnicemi (u,v) v mnozi-
n¢ E ve tvaru (viz napt.[1])

1
ue) = [[ s dude, (10)
E (u?+v?)2
kde elementarni pravddpodobnost je —L—du dv. Protoze u = <52, o = sine
(u2+02)2 p p

3
2

je Jacobian této transformace gg;’;% = p~3 = (u? + v?)2 a predchozi elementérni

pravdépodobnost piejde na velmi jednoduchy tvar dp de.

2 Buffonova uloha o jehle (prvni tloha geometrické
pravdépodobnosti)

Na systém rovhobéznych primek, jejichz vzdalenost je 2a je nahodné vrzena jehla
délky 2. Jaka je pravdépodobnost, Ze jehla protne nékterou z rovnobézek? (Pred-
pokladame, zZe je jednoznacné zjistitelné, zda k protnuti rovnobezky doslo nebo ne.)
(Obr. 3)
Reseni:
a) ptimky p, q, ... tvofi systém rovnobéznych ptimek; Q) P je jehla; M je stied jehly;
|QP| = 2l; vzdalenost rovnobézek je 2a.
Aby jehla mohla protnout ptimku ¢, je nutné, aby |[EM| < .
Jestlize poloha M je pevna, pak je jesté nutné, aby L EMQ < AEMQ';

EM
cos AEMQ = \‘MQJ]
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/P 2a
M

Obrazek 3. Buffonova uloha o jehle (situace)

|[EM]|
£LEMQ' = arccos .
M|
Pravdépodobnost, aby £ EM Q byl uvnitt £ EM Q' je rovna 2 arccos ‘| 7 Q'|| Prav-
dépodobnost, ze jehla protne pfimku g, bude proto ,,soucet“ vSech moznych ta-
kovych ptipadu:

2 EM|d(EM) 20 (! 21
P= / arccos | | ( ) _ = / arccosydy = —. (1
0 IMQ'|  a am Jo am

Dillezité je, ze vysledek je mozné experimentalné oveérit! Analyticky tvar rovnice
sjehly“ (isecky) v systému rovnobézek Ize stanovit pomoci nahodného generatoru
(nebo primitivné prostym hazenim jehly na systém rovnobézek). Pfedpokladame,
ze pak lze jednoznacné urcit, zda jehla protne nékterou z rovnobézek. Z relativni
éetnosti poétu prﬁseéikﬁ m jehly k poctu Véech pokusi n dostaneme pfibliiné

vvvvvv

urcemm 01s1a I

Rok Autor Pocet pokust
1777 Buffon ?

1850 Wolff 5000

1860 De Morgan 600

1901 Lazerini 3408
20.stoleti  Podlya 1865

Vztah ([L1]) uréuje pravdépodobnost P jako iracionalni &islo (vzhledem k tomu,
ze na pravé stran¢ vyrazu je 7). Klasicky vypocet pravdépodobnosti ji stanovuje
jen jako racionalni &islo. V tom je vidét i vyznam obecn&jsiho vztahu (f). Funkg-
nost vztahu ([L1}) dava také moznost napiiklad odhadu délky jehly. Zobecnéni toho
najdeme dale v d).
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Obrazek 4. K alternativni metodé reseni Buffonovy tilohy o jehle

b) jiné feSeni: uloha mlze byt pievedena na jednorozmérnou (Obr. 4): staci pouzit
jednoduchého statistického vztahu pro stiedni hodnotu a predpokladu platnosti
zékona velkych cisel

l
sinp = Tk’ lp =1 -sinyp

 je rovnomérné rozdéleno v intervalu <O; g>, p e <O; %>, stiedni hodnota El;, =

= % J2 - sing dp = 2;[; aby k zasahu doslo, musi byt stfed jehly v intervalu
Sitky %, cely interval ma sitku 2a; pravdépodobnost této situace je proto dana

<o Al o 20
pomérem — : 2a = ~_.

X

Obrazek 5. Ke klasickemu (skolnimu) reseni Buffonovy ulohy o jehle

¢) klasické (8kolni) feSeni (Obr. 5): ¢ € (0;7); SE = y € (0; a). Jehlama s n&jakou
primkou systému spole¢ny bod prave kdyz plati y < [ - sinp

T 2
/ [-sinp dp = 2, P:—l
0

ar’
d) Zobecnéni: Na systém rovnobéznych pfimek vysypeme neznamy pocet jehel ne-
znamych riznych délek. Dostaneme tak N prusecikil jehel se soustavou rovno-
béznych ptimek. Pak je podle ptedchoziho vzorce
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Z toho mame ar
L= > -N. (12)

Systém rovnobézek hraje roli testovaciho systému, ktery ma urcitou ,,délkovou*
intenzitu. Pro ,jizotropni kfivku“ délky L na libovolné oblasti obsahu A dosta-
neme dosazenim do ptivodniho vztahu pro L

L

Z=—_.N 13
A 2 L, ( )
kde Np, je pocet prisecikl na jednotkové délce. Uziti piedchozi vlastnosti je
mozné napiiklad pro odhad délky meandrujiciho toku.

3 Bertrandiv ,paradox” a jeho FeSeni

Jde o odhaleni zdroje ,,nahody*“ ulohy o zjisténi pravdépodobnosti, Ze ndhodné urcena
tétiva dané kruznice ma délku vétsi nez je strana do ni vepsaného rovnostranného
trojuhelnika. Jsou tfi riizna feSeni této tlohy:
a) P = é; b)P:%; c) P = %

V prvnim ptipadé predpokladame, ze jeden vrchol rovnostranného trojuhelnika je
v urcitém bodé A dané kruznice. V tomto bod€ A tecna ke kruznici a ramena uhlu
rovnostranného trojuhelnika AB, AC vymezuji tfi stejné Ghly o velikosti 60°. Pravé
jen tétiva, prochazejici bodem A v tthlu £C A B mé délku vétsi nez je strana rovno-
stranného trojuhelnika ABC. Velikost thlu je mirou ,,poctu® ptimek v ném lezicich.

Ve druhém ptipadeé vezmeme vSechny tétivy rovnobézné napiiklad se stranou AB
vepsaného rovnostranného trojihelnika. Ty, které maji délku vétsi nez je strana AB,
maji stiedy na usecce, ktera ma délku rovnou poloving priméru kruznice (piimka SC,
kde S je stfed kruznice je osou UseCky AB, tétiva velikosti AB ma stfed ve stfedu
usecky SC). Velikost usecky je zde mirou ,,poctu tétiv.

Ve tietim ptipadé vybirame ze vSech tétiv ty, které maji stfed v kruhu o polovi¢nim
poloméru a stejném stiedu jako uvazovana kruznice. Mira plochy tohoto mensiho
kruhu k mife plochy daného kruhu je pak hledana pravdépodobnost. Urcita plocha je
zde mirou ,,poctu” tétiv.

Soubory tétiv rizné délky jsou zde generovany riznymi ndhodnymi generatory
(operujicimi na rozdilnych mnozinach), takze se vlastn¢ o paradox nejedna. Jaké
je tedy spravné feseni? Jak uvidime dale, chyba je v nepiesnosti pojmu ,,ndhodné¢*
(kazdy z ptikladu se tyka jiného ndhodného generatoru).



a)

b)

c)
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volime polomér kruznice r = 1; pfimka je ndhodn¢ urc¢ena dvéma body na kruz-
nici, které mohou byt ureny tGhly «; 5 € (0; 7); odpovidajici generator operuje
na (0; 7) x (0; 7); vychazime pak z ureni pfimky rovnici x cos © +ysin® —p =
= 0, kde O je orientovany uhel kolmice na ptimku, vzdalenou od pocatku o veli-
kosti p; vztah mezi polohami «, 8 dvou bodi tétivy a parametry © a p jsou dany
vztahy o = © — arccos p, 5 = © + arccos p; Jacobian transformace je pak

o Oa 9
90 p
|J|:det<a >:.
B 98 ’
6 op V1-p?
mira prostoru viech moznosti poloh o, 5 je 7 - # = 72. (Pozn.: vypodet neza-
hrnuje ptipad p = 0, ale ten ma miru 0.) Odpovidajici elementarni pravdépo-
dobnost uréime pomoci Jacobianu a dostaneme dP = W—lg dads = W—IQ |.J| d© dp.

Pravdépodobnost P = 4 [[dadf = & [7de [0 T = 12 5 dz =
—-p

= %, nahodny generator tedy operuje na (0;0,5) x (0;7) s vahou |J| =

2

Vi-p?
opét vyjdeme ze zadani tétivy rovnici  cos © + ysin © — p = 0; urcujici je zde
délka normaly p a volba uhlu ©; elementarni pravdépodobnost pak je

1 1 ™ 0,5 1
0 0 2

s T
nahodny generator operuje na (0; ) x (0;0,5) s vahou 1.
mirou svazku je plocha vnitiniho kruhu, hustota ,plochy* S je % = 5
dS = 2pdp (otacivy pohyb po kruznici je nezavisly na pohybu ke stiedu kruhu).
Néhodny generator zde operuje na (0; 27) x (0;0,5) s vahou 2p.
Elementarni pravdépodobnost pak je

1 1 I 0,5 1
dP = —2pdpd® = —pdpdo, P:/ d@/ 2pdp = -.
2m T 21 Jo 0 4
Jako paradox se matematiktim jevily tfi mozné vysledky ,téze“ ulohy. Neuvédo-
mili si vSak dulezitou véc, ze kazdé feSeni se opird o funkci jiného ndhodného
generatoru. Ve formulaci piivodni ulohy totiz chybi predpoklad urcitého genera-
toru ndhody. Chybi piedpoklad ,,na jaké parametry tétivy (nebo mnoziny tétiv) se
vztahuje nadhodny generator?“. Dal§im dualezitym ptfedpokladem pro spravné fe-
Seni uloh z geometrické pravdépodobnosti je znalost teorie miry a teorie mnozin.
Proto spravna feSeni se objevila az na pielomu 19. a 20. stoleti. Soucasn¢ se vSak
zjistilo, Ze principy vypoctu geometrické pravdépodobnosti oteviraji novou cestu
pro rozvoj teorie i aplikaci pravdépodobnosti (viz [3]), ktera nemusi byt zalozena

na Kolmogorovovych axiomech.
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Sebahodnotiace rubriky ako nastroj
pre lepSie porozumenie matematiky

Timea Gabova, Dusan Sveda

Abstract [Self-Assessment Rubrics as the tool to better understand mathe-
matics for students]: The content of the paper is the results of research taking
place in mathematics lessons of one class of the third year of grammar school.
It deals with the use of self-assessment rubrics within the thematic unit analyti-
cal geometry and their possible impact on the success of students in conceptual
tasks. The results of the research show that there is a relationship between the
use of self-assessment rubrics and students’ understanding. Students consider
self-assessment as an essential part of teaching. The paper also contains a sam-
ple of the self-assessment rubric and feedback from students on the use of these
rubrics.

Key words: Sclf-Assessment, Self-assessment rubrics, Formative assessment,
analytical geometry, school mathematics

Suhrn: Obsahom ¢lanku st vysledky vyskumu prebiehajuceho na hodinach ma-
tematiky jednej triedy tretieho ro¢nika gymnazia. Pojednéva o pouziti sebahod-
notiacich rubrik v ramci tematického celku analytickd geometria a ich moznom
vplyve na Gspesnost’ ziakov v konceptualnych tlohach. Vysledky vyskumu uka-
Zuju, ze existuje vztah medzi pouzitim sebahodnotiach rubrik a porozumenim
ziakov. Ziaci povazujii sebahodnotenie za podstatni ¢ast’ vyucovania. Clanok
obsahuje aj ukazku sebahodnotiacej rubriky a spéatnt vizbu ziakov na pouzitie
tychto rubrik.

Krucové slova: sebahodnotenie, sebahodnotiace rubriky, formativne hodnote-
nie, analyticka geometria, skolska matematika

MESC: C30, C70, D40, G70

Uvod

Formativnemu hodnoteniu je venovanych mnozstvo vyskumov. Charakterizujeme ho
ako hodnotenie pocas procesu ucenia sa. V ramci formativneho hodnotenia ma ziak
dostat’ spdtn vizbu na svoj vykon, poucit’ sa zo svojich chyb, zlepsit’ sa a posuntt’
sa vedomostne vpred [7]. Ukazuje sa, ze prave tato cesta je vhodnou pre posun od
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uenia sa poznatkov k ich porozumeniu [[§]. Sebahodnotenie, ako su¢ast’ hodnotiaceho
procesu je cennym vzdelavacim nastrojom. Sebahodnotenie moze posobit’ na:
- Identifikaciu medzier vo svojich schopnostiach alebo znalostiach a zameranie sa
na odstranenie tychto medzier.
- Stanovenie si realistickych ciel'ov.
- Sledovanie vlastného pokroku a skiimanie vlastnej prace. [10]

Proces sebahodnotenia poméaha Zziakom zapojit’ sa do vyucovacieho procesu, mo-
tivuje Ziakov a podporuje u nich sebareflexiu a prebratie zodpovednosti za vlastné
u¢enie sa [P]. Sebahodnotenie je o tom, ako Ziaci rozvijaju svoju zru¢nost’ uéenia
sa. Nejde primarne o individualne hodnotenie sa zndmkou ¢i stupfiom a nie je to ani
suplovanie uéitel’a [[[]. U Ziakov, ktori st hodnoteni v zmysluplnych a uZitoénych
aktivitach, je mozné predpokladat’, Ze oproti tym, ktori nie s takto hodnoteni, budi
viac motivovani a investuji viac ¢asu do hlbsieho porozumenia [H].

Na druhej strane tradiéné hodnotiace postupy zamerané na znamky, mézu mat
nepriaznivy vplyv na schopnost’ Ziakov hodnotit’ svoju vlastna pracu [B]. Ukazuje
sa, ze ziaci tento druh hodnotenia vnimaji ako dolezita sucast’ vyu€ovacieho pro-
cesu a procesu ucenia sa, a preto potrebuju dostat’ na hodinach nan priestor. Pritom je
samozrejme dblezité spravne pouzivanie tohto nastroja. Sebahodnotenie prinasa ,,za-
pojenie* ziakov do rozhodovania o vlastnom tspechu a vysledkoch ucenia sa, iden-
tifikacia Standardov alebo kritérii uplatiiovanych pri praci a naslednému rozhodnutiu
do akej miery splnili tieto kritéria [[I]]. Zakladom sebahodnotenia je schopnost’ Ziakov
pochopit’ vlastné potreby v procese ucenia, ktoré potom moézu tlmocit’ svojim spo-
luziakom alebo ucitel'ovi. Sebahodnotenie je hodnotny pristup k podpore ucenia sa,
najma ak sa pouziva formativne [H].

V tomto prispevku sa zaoberame sebahodnotenim ziakov, ktoré je sucastou for-
mativneho hodnotenia vo vyuCovani matematiky na strednej Skole. Uvedieme vy-
sledky vyskumu, ktory sme realizovali v 3. ro¢niku na gymnaziu.

1 Metodika vyskumu

V nasom vyskume, ktory nadvizoval na predchadzajtcu pripadovi §tadiu [B]], sme
riesili tieto vyskumné otazky:
- Existuje suvislost’ medzi pouzitim sebahodnotiacich rubrik a ispechom ziakov pri
rieSeni proceduralnych tiloh?
- Existuje suvislost’ medzi pouzitim sebahodnotiacich rubrik a ispechom ziakov pri
rieSeni konceptualnych tloh?
- Aky nazor maju ziaci na pouzivanie sebahodnotiacich rubrik?.
Vo vyskume sme spolupracovali s rovnakou triedou, ktora s nami spolupracovala
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na predchadzajucej pripadovej stadii [3]. Vzorka Ziakov bola zlozena z 34 ziakov
3. ro¢nika gymnazia. Do vyslednych porovnani sme nepocitali ziakov, ktori chybali
aspon na jednom teste.

Pre rieSenie vyskumnych tloh sme zostavili dva didaktické testy, tvorené Styrmi
dvojicami konceptualnych a proceduralnych tiloh, zameranych na analytickt geomet-
riu. Proceduralnou tlohou rozumieme ulohu zamerant na ovladanie poznatku, alebo
algoritmu. Konceptualnou tilohou rozumieme ulohu, v ktorej ziak musi prepojit’ svoje
vedomosti a vzt'ahy medzi poznatkami. PriCom sme sa snazili zadat’ ulohu neStan-
dardne, tak, ze ziaci sa s takto zadanou tlohou esSte nestretli. Prvy didakticky test
bol zadany ziakom pred zac¢iatkom tematického celku analytickd geometria. Druhy
didakticky test bol zadany po tematickom celku.

Ukazka proceduralnej a konceptualnej tlohy prvého didaktického testu v uvode
tematického celku analytickd geometria:

Uloha (P — proceduralna)
Ur¢te skalarny stcin vektorov @ = (3;5) a 7 = (11;7).

Uloha (K — konceptualna)

Veronika rieSila ulohu, ktorej ¢ast’ zadania vyzerala takto: Urcte .........c.cceeeeee. , kde
A =[1;2]a B = [~2;5]. Co mala Veronika uréit, ak ulohu riesila nasledovne (obra-
zok 1.) a jej rieSenie je spravne? Vysvetlite jej postup riesenia.

Obrazok 1. Veronikino riesenie tillohy.

Ukazka proceduralnej a konceptualnej ulohy druhého didaktického testu na konci
tematického celku analytickd geometria:

Uloha (P - proceduralna)
Zistite vzajomnu polohu priamok pa g, ak p : 22-5y+11 =0aq : 3z —4y+6 = 0.
(Pri rovnobezkach urcte vzdialenost’, pri réznobezkach priesecnik priamok.)
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Uloha (K - konceptualna)
Majme priamku p : 3z 4+ 2y + 1 = 0. Aké priamky vo vztahu k priamke p patria do
nasledujicich mnozin priamok?

A ={q:3kx +2ky + 1 = 0;kde kje r6zne od 0}
A ={q:2kx — 3ky + 1 = 0;kde kje rozne od 0}
A ={q: 3kx + 2ky + k = 0;kde kje rézne od 0}

Zaroveh sme do vyucby zaradili sebahodnotiace rubriky. Ziaci mali pogas vy-
ucovania tematického celku Analyticka geometria k dispozicii postupne 4 vytvorené
rubriky a k nim vytvorené série tiloh. Sebahodnotiace rubriky sa postupne zameriavali
na:

- parametrické vyjadrenie priamky,

- vSeobecné vyjadrenie priamky,

- smernicové a usekové vyjadrenie priamky,
- metrické vlastnosti.

Spdsob vyuzitia nasich materialov sme nechali na rozhodnuti vyucujucej. Dolezi-
tou podmienkou bola samostatna praca ziakov. Vyuc€ujica sa nakoniec rozhodla tieto
materidly vyuzit’ na dobrovol'ni domacu pripravu ziakov. Po ukonceni tematického
celku sme ziakov rozdelili na skupiny, podl'a toho, ¢i riesili dant rubriku, alebo nie.
Nasledne sme porovnavali uspeSnost’ tloh skupiny ziakov, pracujucich s rubrikou
a tou, ktora s niou nepracovala. Na spracovanie vysledkov sme pouzili Statisticky na-
stroj Mann-Whitney U test [7]. Ked’Ze nie vSetky data boli vhodne rozdelené, alebo
ich bolo malo, niektoré porovnanie spracivame len pomocou zakladnych Statistic-
kych znakov teda priemeru a medianu.

Séria uloh k ukazke prilozZenej rubriky:

1. Vyznacte do stiradnicovej ststavy body A, B a vektor ﬁ Nacrtnite priamku AB

a na nej d’alsi bod X a urcte jeho suradnice.

a) A=1[1,0], B = [5;2]

b) A =1[2;10], B = [1;§]

2. Urcte druhu stradnicu bodu C' tak, aby body ABC' lezali na jednej priamke.

a) A=[3;17],

b) B = (28],

c) C=[1;c].

3. Zapiste parametrické vyjadrenie priamok AB z ulohy 1.
4. Vyjadrite priamku AB v parametrickom tvare, ak poznate siradnice bodov A, B.

a) A=[1;3], B=[-1;5],

b) A=[25], B=[-2;5],

c) A=1[10;4], B =[-2;—1].



Parametrické vyjadrenie priamky

Algoritmus Lahké

Viem zapisat’ priamku parametricky, ak
poznam bod a smerovy vektor.

ulohy 1-4

Viem zapisat’ priamku parametricky, ak
pozném 2 body priamky.

Viem rozhodnut’, ¢i bod patri priamke.

Dokazem parametricky zapisat cast’
priamky.

uloha 5

Narocné

Viem zistit' vzdjomnu polohu priamok
pomocou zapisu priamky vyjadrenej pa-
rametricky.

tilohy 67

Viem zistit’ suradnice priese¢nika dvoch
rdznobeznych priamok.

uloha 7

Lahké

Viem previest’ parametrické vyjadrenie
priamky do vyjadrenia vSeobecnej rov-
nice priamky.

uloha 8

Narocné

Lahké

Viem previest iné vyjadrenie priamky do
parametrického tvaru.

tloha 9

Rozumiem, ¢o znamend parametricky
zapis priamky.

uloha 10

Koncept Naro¢né

Rozumiem, ako vzniké4 parametricky za-
pis priamky.

Glohy 11-12

Tabulka 1. Ukdzka sebahodnotiacej rubriky, uilohy k nej uvadzame nizsie.

. Poznate suradnice bodov A = [1; 3], B = [—1; 5]. Vyjadrite:

a) usecku AB,
b) polpriamku AB,
c¢) polpriamku BA.

19

. Zistite z parametrického vyjadrenia priamky vzajomnu polohu priamok k priamke

prx=2t+4, y=—t-1.
a) A=[51], B=[3;4]
b) A=1[5;1], B=[3;2]
c) A=[L;5], B=[2;3]

d) A=[6;-2], B=[8; -3
. Zistite, v akej vzajomnej polohe st priamky p: 2x+3y—5=0aq: © = 5t+2,

y=—t—1,teR.

. Preved’te priamku zapisanu v parametrickom tvare do v§eobecnej rovnice priamky
r=2t+4,y=—-t—1,teR.
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9. Preved’te priamku zapisani v§eobecnou rovnicou do parametrického tvaru:
3r+4y—25=0.
10. Urcte, do ktorej mnoziny patri priamka x = 2t + 5,y = —t + 2, t € R. Svoj
vyber vysvetlite.
A={r=2kt+5,y=—-t+2,teR, k e R—{0}}
A={x=-2kt+5,y=tk+2,tcR, k € R-{0}}
A={x =2kt +bk,y=—t+2k, teR, k €¢ R—{0}}

11. Vyjadrite priamku A B parametricky (pozri obrazok 2). Vyjadrite priamku rovno-
beznt s priamkou AB a prechadzajicou stredom sustavy O.

Obrazok 2. Obrazok k vulohe 11.

12. _k;l bude parametricky zapis priamky p v sustave suradnic tvorenej vektormi
OA=(0;1)aAB = (1;2)?

prx=t+5, y=2t+2,teR
prx=2t+5 y=—t+2, teR
p:rx=2t+5 y=3t+2,teR

2  Vysledky vyskumu

Najprv uvedieme porovnanie vysledkov v druhom didaktickom teste a pracu s rub-
rikami. Ziakov sme rozdelili na skupinu Ziakov, ktori pracovali s rubrikou a skupinu
ziakov, ktori s rubrikou nepracovali. U Ziakov sme potom porovnavali uspesnost’
v ulohe zameranej na dany poznatok. Skiimali sme potom odli$nosti medzi medzi
oboma skupinami Ziakov. Nésledne sme porovnévali Gspe$nost’ tychto skupin v pr-
vom didaktickom teste.
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Sebahodnotiaca rubrika Parametrické vyjadrenie priamky

Tato sebahodnotiaca rubrika bola prv4, s ktorou Ziaci pracovali, o sposobilo, Ze z 34
ziakov s fiou pracovala vac¢Sina. Dostali sme odovzdanych 27 rieSeni, niektoré z nich
sice nepresli az po konceptualnu troven, ale z poctu spitne ziskanych rieseni vyplyva,
ze ziaci javili o tento néstroj zdujem. Na zéklade zékladnych Statistickych tdajov
vidime (tabul’ka 2), ze Ziaci, ktori pracovali s rubrikou, boli uspesnejsi v proceduralne;j
tilohe P1. Ziaci, ktori pracovali s rubrikou, mali priemer v tejto tlohe na Girovni 2 body
z 3, pricom Ziaci, ktori s nou nepracovali, na Grovni 1,4 bodu. Na zaklade Mann-
-Whitney U testu m6zeme tvrdit’, Ze na hladine vyznamnosti 5 % existuje rozdielnost’
uspesnosti v ulohe P1 proceduralnej Casti testu 2 vzhl’'adom na pouziti sebahodnotiacu
rubriku parametrické vyjadrenie priamky.

Pocet Priemer Median

Studenti, ktori nepracovali s rubrikou 5 1,4 1
Studenti, ktori pracovali s rubrikou 25 2 2

Tabulka 2. Vyjadrenie porovnania uspesnosti v ziskanych bodoch proceduralnej ulohy
zameranej na parametrické vyjadrenie priamky cez zakladné Statistiky

Pri konceptualnej ulohe je tento rozdiel eSte vyssi. Zatial’ Co priemer u Ziakov, ktori
nepracovali s rubrikami, bol pod 1 bodom a median bol 0 (tabul’ka 3), tak u Ziakov,
ktori pracovali s rubrikou, bol na Grovni 2,3 bodu a viac ako polovica ziakov vyrieSila
ulohu na plny pocet bodov. Na zaklade Mann-Whitney U testu moZeme tvrdit, Ze na
hladine vyznamnosti 5 % existuje rozdielnost’ uspesnosti v ilohe K1 konceptualne;j
Casti testu 2 vzhl'adom na pouzité sebahodnotiace rubriky parametrické vyjadrenie
priamky. Ti, ktori tieto materialy pouzivali, maju uspesnost’ vyssiu.

Pocet Priemer Median

Studenti, ktori nepracovali s rubrikou 18 0,9 0
Studenti, ktori pracovali s rubrikou 12 2.3 3

Tabulka 3. Vyjadrenie porovnania uspesnosti v ziskanych bodoch konceptualnej tilohy
zameranej na parametrické vyjadrenie priamky cez zakladné Statistiky

Sebahodnotiaca rubrika Vseobecné vyjadrenie priamky

Po vyhodnoteni prvej rubriky sme boli zvedavi, ¢i sa nam ukaze podobna stvislost’ aj
dalej. Tuto odovzdalo 18 ziakov, pricom polovica z ich presla iba proceduralnou cas-
tou. Pri jej vyhodnoteni sme zistili, Ze neexistuje rozdiel v Gspesnosti medzi ziakmi,
ktori pracovali s materialmi a tymi, ktori s nimi nepracovali. Vidiet to aj zo zaklad-
nych Statistik v tabul’ke 4, ked’Ze priemer je rovnaky.
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Pocet Priemer Median

Studenti, ktori nepracovali s rubrikou 12 2,1 3
Studenti, ktori pracovali s rubrikou 18 2,1 2,5

Tabulka 4. Vyjadrenie porovnania uspesnosti v ziskanych bodoch proceduralnej ulohy
zameranej na vSeobecné vyjadrenie priamky cez zdkladné Statistiky

Pri porovnavani tispesnosti zZiakov v konceptualnej Casti sme zistili rozdiely v ts-
pesnosti ziakov (tabul’ka 5). Priemer ziakov, ktori pracovali s rubrikou, bol lepsi a tak-
tiez median. Aj na zaklade Mann-Whitney U testu m6zeme tvrdit, Ze na hladine vy-
znamnosti 10 % existuje rozdielnost’ Gispesnosti v tlohe K2 konceptualne;j Casti testu 2
vzhl'adom na pouzité rubriky vSeobecné vyjadrenie priamky.

Pocet Priemer Median

Studenti, ktori nepracovali s rubrikou 21 1,1 0
Studenti, ktori pracovali s rubrikou 9 2,0 2,5

Tabulka 5. Vyjadrenie porovnania uspesnosti v ziskanych bodoch konceptudlnej ulohy
zameranej na vseobecné vyjadrenie priamky cez zdkladné Statistiky

Sebahodnotiaca rubrika Metrické viastnosti

S plynutim casu, sa stracala aj motivacia ziakov z ,,novosti“ a sebahodnotiace harky
odovzdavalo menej ziakov. Z tejto Casti sme dostali spat’ len 12 Ziackych rieseni.

Uspesnost’ bola v pripade pouzivania materidlov v proceduralnej tilohe vyssia,
u ziakov, ktori pracovali s rubrikou. Co vidiet' z vy$§ieho priemeru aj medianu (ta-
bulka 6), na zdklade Mann-Whitney U testu mézeme tvrdit’, Ze na hladine vyznam-
nosti 5 % neexistuje rozdielnost’ v Gspesnosti v ulohe P4 proceduralnej Casti testu 2
vzhl'adom na pouzité materialy ,,metrické vlastnosti®.

Pocet Priemer Median

Studenti, ktori nepracovali s rubrikou 19 1,6 2
Studenti, ktori pracovali s rubrikou 11 2,2 3

Tabulka 6. Vyjadrenie porovnania uspesnosti v ziskanych bodoch proceduralnej ulohy
zameranej na metrickée vlastnosti cez zakladné Statistiky

Podobne aj pri konceptualnej tlohe je vidiet’ z priemeru a medianu vys$siu uspes-
nost’ Ziakov pracujucich so sebahodnotiacou rubrikou. Na zdklade Mann-Whitney
U testu mézeme tvrdit, Ze na hladine vyznamnosti 5 % neexistuje rozdielnost’, ale
existuje na hladine vyznamnosti 10 % uspesnosti v llohe K4 konceptualnej Casti testu 2
vzhl'adom na pouzité sebahodnotiace materialy zamerané na metrické vlastnosti.
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Pocet Priemer Median

Studenti, ktori nepracovali s rubrikou 25 0,5 0
Studenti, ktori pracovali s rubrikou 5 1,5 2

Tabulka 7. Vyjadrenie porovnania uspesnosti v ziskanych bodoch konceptualnej tilohy
zameranej na metrické vilastnosti cez zakladné statistiky

Sebahodnotiacu rubriku zamerani na smernicovy a usekovy tvar sme nevyhodno-
covali, ked’Ze ju riesili iba ziaci, ktori chybali na jednom z testov a teda sme ju nemali
s ¢im porovnat’. Porovnanim jednotlivych vysledkov teda mézeme vidiet', Ze ziaci,
ktori preriesili ulohy konceptudlnej irovne jednotlivych rubrik dosiahli v konceptu-
alnych ulohach lepsie vysledky. Na zaklade tychto vysledkov vSak nemdzeme jedno-
znacne konstatovat’, Zze sebahodnotiace rubriky mali zdsadny vplyv na porozumenie
ziakov. Preto sme sa rozhodli porovnéavat’ uspesnost’ jednotlivych ziakov v prvom
didaktickom teste.

Porovnanie s prvym didaktickym testom

Didakticky test 1 mal podobny koncept ako test 2. Skladal sa zo Styroch uloh procedu-
ralnej Casti a Styroch konceptualnych tloh. Znova sme porovnavali obe Casti zvIast.
Ziakov sme rozdelili na tych, ktori pracovali s materidlom a tych, ktori ho neprerie-
Sili. Vzhl'adom na zmensSujucu vzorku sme porovnavali ziakov pracujucich s kazdou
rubrikou zvlast. Skimali sme, ¢i existuje rozdiel medzi tymito skupinami.

Z analyzy vysledkov proceduralnej Casti vyplyva, zZe existuje Statisticky vyznamny
rozdiel medzi skupinami, ktoré pracovali s rubrikou v§eobecna rovnica priamky a met-
rické vlastnosti. Tieto skupiny boli lepsie v teste 1. PriCom ziaci, ktori pracovali s rub-
rikami, mali lepsie vysledky. Teda je pravdepodobné, ze ziaci, ktori pracovali s rub-
rikami, by v proceduralnej Casti dosiahli lepSie vysledky aj bez pouzitia sebahod-
notiacich rubrik. Pri vysledkoch konceptualnych tloh pri kazdej rubrike, na zaklade
Mann-Whitney U testu moézeme konStatovat’, Ze neexistuje rozdiel medzi jednotli-
vymi skupinami vo vSetkych troch rubrikach. Vyplyva to uz zo zakladnych Statistik
(tabul’ka 8). Napriklad priemer konceptualnej Casti testu 1 ziakov, ktori nepracovali
s rubrikami, bol 4,03 z 12 bodov a median 3,5 a priemer konceptualnej Casti 1 testu
ziakov, ktori neskor pracovali s rubrikami, bol 4,41 a median 3,0. Z tohto pozorovania
vyplyva, ze s rubrikou pracovali rozni Ziaci a nie len ziaci, ktori dosahuju dlhodobo
vyborné vysledky a test 2 by napisali aj tak lepsie. Tieto vysledky s zhrnuté v nasle-
dujtcej tabul’ke.

Na zaklade tychto vysledkov moZeme tvrdit’, ze Ziakom praca so sebahodnotia-
cimi rubrikami pomohla prave v rieSeni konceptualnych tloh, a teda k lepSiemu poro-
zumeniu ucivu. Pri proceduralne;j Casti tieto vysledky takto nemozeme interpretovat’.
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Studenti, ktori pracovali Studenti, ktori nepracovali
s rubrikami s rubrikami
Priemer Median Priemer Median
Parametrické 4.4 3 4.0 3,5
vyjadrenie priamky
VSeobecné vyjadrenie 5,9 4.5 34 2,5
priamky
Metrické vlastnosti 7,6 9 3,7 2,5

Tabulka 8. Vyjadrenie porovnania uspesnosti v teste 1 u ziakov, ktori pracovali
a nepracovali s rubrikami v ziskanych bodoch

Na ukéazku sme sa rozhodli vybrat’ rieSenie jedného Ziaka, volajme ho Ivan. Ivan
sice proceduralnu cast’ oboch testov zvladol nadpriemerne dobre, ale o konceptualnej
Casti sa to neda povedat. Z konceptualnej Casti prvého testu ziskal len 0,5 bodu z 12
(pri¢om priemer bol na urovni 4,05 bodu). Nasledne praca Ivana s rubrikami bola sys-
tematicka, odovzdal vSetky skiimané rubriky a ulohy boli vyrieSené, Ciastocne aj s ko-
mentarmi. Vyberme si napriklad ukazku rubriky VSeobecna rovnica priamky. Ked’ze
nas zaujima konceptualna cast,, pozrime sa na ulohu z konca rubriky.

Uloha 9: Priamka p ma rovnicu 2z + y — 5 = 0 a priamka C'D mé vieobecni
rovnicu z — 2y + 2 = 0. N§jdite priamku, ktora nema spolo¢ny prienik ani s jednou
priamkou.
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Obrazok 3. Ukazka Ivanovho riesenia wlohy 9 sebahodnotiacej rubriky zameranej
na vseobecnui rovnicu priamky
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Na rieseni je vidiet, ze sa zameral najprv na vypocet (teda ziak nevidel na prvy
pohl'ad a musel si to overit’ vypo¢tom, ze priamKy nie si rovnobezné), po vypocte si
svoje zistenie overil na¢rtom a nasledne vyvodil, Ze takato priamka neexistuje. A hoci
chyba presné vyjadrenie, méZzeme predpokladat’, ze Ziak si tento poznatok uvedomil,
aj napriek tomu, Ze to nezddvodnil. V konceptudlnej Casti druhého testu ziskal Ivan
za ulohu zameranu na vSeobecné rieSenie priamky plny pocet bodov. Okrem toho
za konceptualnu ¢ast’ druhého testu ziskal 6 bodov (priemer bol 4,10 bodu). Hoci
teoreticky mal potencial dosiahnut viac, ale v jednej ulohe zabudol druhu ¢ast’ tilohy
a jednu ulohu nestihol dokoncit. Aj na zaklade toho usudzujeme, Ze nasa hypotéza,
ze ziakom sebahodnotiace rubriky pomohli s porozumenim, je spravna.

Aky nazor maju Ziaci na pouzivanie sebahodnotiacich rubrik?

Vzhl'adom na to, ze sebahodnotiace rubriky by mali sluzit’ najma ziakom, zaujimal
nas aj ich nazor na tento nastroj hodnotenia. Ziaci mali odpovedat’ na tieto otvorené
otazky:

- Ako si pouzival/a sebahodnotiace rubriky?

- Vratil/a si sa k nim po Case?

- Mali vplyv na tvoje ucenie?

- Mali vplyv na tvoje porozumenie analytickej geometrie?

- Ako sa ti pozdavali sebahodnotiace rubriky z ¢asového hl'adiska a z hl'adiska Cle-

nenia? (bolo ich malo, vel'a? Mali byt podrobnejsie alebo viac vSeobecné?)

Z odpovedi ziakov sme vybrali ukazku doslovného prepisu zZiackych odpovedi.

Ako si pouzival sebahodnotiace rubriky? A: Rubriky som pouzivala, aby som sa
zamyslela nad tym, ¢o viem a nad tym, ¢o eSte potrebujem vediet’, porovnavala som
si aj vedomosti pred vypracovanim zadania a po jeho vypracovani. Posudzovala som
tak moje vedomosti. B: Pouzivala som ich ako pripravu na pisomku, ucila som sa
na pisomku pomocou zadani. C: Bral som to ako zadanie za body. D: Najprv som
to brala ako domadcu, ale ked’Ze to §lo paralelne s u¢ivom a bola pisomka, tak som si
povedala, Ze to prepocitam, lebo je to ako priprava. E: Pouzival som to pred pisomkou
a to tak, Ze najprv som si v rubrikach pozrel ¢o viem, ¢o neviem, ohodnotil som sa,
riesil priklady a vratil sa spat’ ¢i som sa dobre ohodnotil.

Vratil si sa k nim? A: Ano, vratila som sa, ked’ som si chcela zistit, o som sa
naucila. B: Nie, nevratila som sa aj potom. Bolo to zbyto¢né... ked’ uz bola pisomka
napisana. E: Ano, vratil, aby som videl ¢&i je odhad mojich vedomosti spravny... nie
vzdy bol...

Mali vplyv na tvoje ucenie? A: Myslim, ze okruhy, témy ¢o sa mam naucit’, by
som si mohla pozriet’ aj v zoSite, teda neviem, ¢i mi to nejak extra pomohlo. B: Jed-
nozna¢ne mali vplyv na moje ucenie, ak som priklady nevedela, pozrela som si v rub-
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rikach, aka to je téma, skusila som podobne rieSeny priklad néjst’ v zoSite a vyrieSit
ten v zadani. Tak som sa vlastne aj ucila... Myslim, Ze je to dobry napad, lebo som
mala nie¢o hmatatel'né, vd’aka ¢omu som sa mohla venovat’ priprave na pisomku. C:
Nie nepomohli mi, bral som to ako domacu. Je to fajn, len asi tym, ze to beriem ako
domacu a nie sme zvyknuti mat’ takto rozpracované uc¢ivo na témy, tak neviem ¢i
to pre mna malo zmysel. D: No jasne, pomohlo, mala som sa z ¢oho ucit’, bol tam
nejaky prehlad, mohla som ist’ podl’a toho. Viem si to predstavit’ aj na inych predme-
toch, ked’ze si Casto pred pisomkami robim nejaky stru¢ny obsah alebo osnovu, ¢o sa
budem ucit’ a ako sebahodnotenie. E: Asi tym, Ze som mal prehl’'ad mi to pomohlo,
aj keby som si pozrel len v zoSite, ale takto to je na jednej kope. Vedel by som si to
predstavit’ na zaciatku uciva, prehl'ad, Ze ¢o sa budeme ucit, lebo inak mam pocit,
ze niekedy neviem Co, s ¢im suvisi, takto to malo nejaka postupnost’. A takisto aj na
konci uéiva, prehl'ad, Co som sa naucil a mal by som vediet’.

Z odpovedi je zrejmé, Ze hoci systém nevyhovuje vSetkym ziakom, st ziaci, kto-
rym prave podobny systém prepojenia na hodindch matematiky chyba.

3 Zaver

Praca so sebahodnotiacimi rubrikami méze byt pre aktérov vyucovania prospesna.
Z vysledkov vyskumu vidiet’ vzt'ah medzi pouzivanim rubrik a ispesnostou v koncep-
tualnych tlohach. Avsak, z dovodu malého mnozstva ziakov zapojenych do vyskumu,
a teda relativne malej vzorky, nemoZeme vyvodit’ v§eobecny zaver, ze by existovala
zavislost’ medzi pouzivanim sebahodnotiacich rubrik a lepSim porozumenim ziakov
na hodinach matematiky. Povazujeme to vSak za hypotézu, ktort je potrebné d’alej
verifikovat. Zo spétnej vazby Ziakov usudzujeme, Ze tento nastroj sebahodnotenia je
pre ziakov atraktivny a vel'mi prehl'adny. Uvitali by jeho vyuZzivanie vo vyucovani
matematiky. Pouzivanie sebahodnotiacich rubrik ma potencial byt jednym z vhod-
nych néstrojov na prehlbovanie ziackeho porozumenia, ktoré je obzvlast' v matema-
tike vel'mi potrebné a moze pdsobit’ ako silnd vnutorna motivacia ziakov.
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OBZORY MATEMATIKY, FYZIKY A INFORMATIKY 3/2021 (50)

Zadania uloh
71. ro¢nika Matematickej olympiady
Kategoria Z5

Uloha Z5-1-1. (Miroslava Farkas Smitkovd) Do kruhovych poli¢ok dopliite priro-
dzené ¢isla od 1 do 20 tak, aby kazdé ¢islo bolo pouzité prave raz a sucasne platili
vsetky uvedené vztahy.

-5 : 8 -9 =2
+3 =7 -3 + 12
—2 +3 %5 -4
1 4 +7 32 .3

Uloha Z5-1-2. (Iveta Jancigovd) Trpaslici natierali kocky zelenou a bielou farbou
tak, ze kazda stena bola cela ofarbena jednou z tychto dvoch farieb. Po chvili si vsimli,
ze niektoré ofarbené kocky vyzeraju po vhodnom pootoceni uplne rovnako, a zacali
ich podla toho triedit’ do skupin (v rovnakej skupine st rovnako ofarbené kocky).
Najviac kolko skupin mohli takto dostat™?

Uloha Z5-1-3. (Eva Semerddovd) Adam prepoéitaval svoju zbierku dihovych gu-
Iocok. Zistil, Ze ich mdze rozdelit’ do rovnako pocetnych kopok, a to viacerymi spo-
sobmi. Keby ich rozdelil do troch képok, bolo by v kazdej kopke o osem gul'6¢ok
viac, nez by bolo v kazdej kopke pri deleni do Styroch kdpok. Kol'ko mal Adam du-
hovych gul'6¢ok?

Uloha Z5-1-4. (Michaela Petrovd) Jaro vystrihol z rohu $a-
chovnice utvar vpravo pozostavajuci z patnastich poli. Nasledne
odstrihol niekol’ko d’alsich poli, a to tak, ze vysledny utvar ne-
obsahoval diery a nerozpadal sa, mal rovnaky pocet ciernych
a bielych poli a mal najva¢si mozny obsah. Navyse zistil, Ze zo
vsetkych moznych tvarov s tymito vlastnostami mal ten jeho
najvacsi mozny obvod. Ktoré polia Jaro dodato¢ne odstrihol?
Urcte vSetky moZznosti.
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Uloha Z5-1-5. (Karel Pazourek) Na papieri bol narysovany $tvorec ABC D so stra-
nou 4 cm. Pavol zostrojil vrcholy obdiZnika, ktory mal trikrat va¢si obsah nez §tvorec
ABCD. Pritom rysoval iba kruznice, pretoze pravitko nenasiel. Ako mohol Pavol
postupovat’? Popiste aspoii jednu konstrukciu.

Uloha Z5-1-6. (Monika Dillingerovd) Na parkovisku stali auta a bicykle. Ak by
prislo jedno d’alsie auto, bolo by ich rovnako vel'a ako bicyklov. Ak by prislo pét
d’alsich bicyklov, mali by vSetky bicykle rovnaky pocet kolies ako vsetky auta. Kol’ko
stalo na parkovisku aut a kol’ko bicyklov?

Kategoria 7.6

Uloha Z6-1-1. (Miroslava Farkas Smitkovd) Mdj jediny syn sa narodil, ked’ som
mala 37 rokov. To bolo prave 32 rokov po smrti dedka, ktory zomrel, ked’ mal 64 ro-
kov. Dedko bol o 12 rokov star$i nez babka, brali sa v roku 1947, prave ked’ mala
babka 18 rokov. V ktorom roku sa narodil moj syn?

Uloha Z6-1-2. (Karel Pazourek) Peter mal obdiznik §irky 2 cm a neznamej dizky.
Radka mala obdiznik $irky 2 cm, ktorého dizka bola rovna obvodu Petrovho obdiz-
nika. Ked k sebe obdizniky prilozili ich $irkami, ziskali novy obdiznik s obvodom
63 cm. Uréte obsah Petrovho obdiznika.

Uloha Z6-1-3. (Veronika Hucikovd) Miska skiima &isla, ktoré sa daji vyjadrit ako
sucet aspont dvoch po sebe idlcich prirodzenych ¢isel. Obzvlast' ju zaujimaji Cisla,
ktoré sa takto daji vyjadrit’ viacerymi sposobmi (napr. 18 = 5+6+7 = 3+4+5+6).
Cisla, ktoré mozno takto vyjadrit’ aspoti tromi spdsobmi, nazvala velkolepé. Najdite
aspon tri Miskine velkolepé ¢isla.

Uloha Z6-1-4. (Michaela Petrovd) Kubo si napisal $tvormiestne &islo, ktorého dve
Cislice boli parne a dve neparne. Ak by v tomto Cisle vyskrtol obe parne ¢islice, dostal
by cislo Styrikrat mensSie, nez keby v iom vyskrtol obe neparne ¢islice. Aké najvacsie
Cislo s tymito vlastnostami si mohol Kubo napisat’?

Uloha Z6-1-5. (Libuse Hozovd) Mojmir rozstrihal pravidelny Sestuholnik na 12
zhodnych dielov. Z tychto dielov (nie nutne zo vsetkych) skladal rozli¢né pravouhlé
trojuholniky. Ako mohli Mojmirove zloZené trojuholniky vyzerat'? Najdite aspon
S$tyri moznosti.

Uloha Z6-1-6. (Libuse Hozovd) Pitica kamaratov porovnavala, kol'ko starého Ze-
leza priviezli do zberu. Priemerne to bolo 55 kg, avSak Ivan priviezol len 43 kg. Kol’ko
kilogramov v priemere priviezli bez Ivana?
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Kategoria 7.7

Uloha Z7-I-1. (Iveta Jancigovd) Dazd’ovka $piralova razi novy tunel: Najprv mieri
10 cm na sever, potom 11 cm na vychod, potom 12 ¢cm na juh, 13 cm na zapad a tak
d’alej (kazdy usek je o 1 cm dlhsi nez predchadzajtci, smery opakuje podl'a uvedené¢ho
vZoru).

Dézd’ovka suradnicova mapuje dielo svojej kolegyne: Zaciatok tunela oznaci su-
radnicami (0, 0), prvii odbo¢ku stradnicami (0, 10), druht odbocku (11, 10) a tak
dale;j.

Uréte stradnice konca useku, ktory ma dizku 100 cm.

Uloha Z7-1-2. (Libuse Hozovd) Suéin vekov vietkych deti pana Nasobka je 1408.
Vek najmladsieho diet’at’a je rovny polovici veku najstar§ieho dietata. Kol'ko deti ma
pan Nasobok a kol’ko maju rokov?

Uloha Z7-1-3. (Iveta Jancigovd) Na stranach trojuholnika ABC' st dané body D,
E, F, G (pozri obrazok). Pritom plati, ze Stvoruholnik D F F'G je kosoStvorec a ise¢ky
AD, DE a EB st navzajom zhodné.

A

Wl
LTy
oy

Urcte velkost’ uhla ACB.
Uloha Z7-1-4. (Miroslava Farkas Smitkovd) Jozko vymyslel nasledujiicu Gilohu:

M+A+M+R+A+D+M+A+TH+E+M+A+T+I+K+U=7

Rdzne pismené nahradzoval r6znymi ¢islicami od 1 do 9 a zistoval, ¢o vychadza.

.....

b) Mohol dostat’ vysledok 50? Ak ano, ako?
¢) Mohol dostat’ vysledok 59? Ak ano, aké hodnoty mohol mat’ v takom pripade
sacet M + A+ M?
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Uloha Z7-1-5. (Michaela Petrovd) Jano vyrazil do sveta s batdzkom buchiet. Na pr-
vom razcesti stretol DIhého, Sirokého a Bystrozrakého a spravodlivo sa s nimi o svoje
buchty rozdelil — kazdy dostal Stvrtinu buchiet. Jano zo svojho dielu zjedol dve buchty
a Siel d’alej. Na druhom razcesti stretol Plavcika a Vratka a aj s nimi sa spravodlivo
rozdelil — kazdy dostal tretinu zvys$nych buchiet. Jano zo svojho dielu zjedol zasa dve
buchty a so zvySnymi vyrazil d’alej. Na tretom razcesti stretol Snehulienku. Aj s tou
sa spravodlivo rozdelil, takZe obaja mali polovicu zvysnych buchiet. Ked Jano zjedol
opéat svoje dve buchty, bol batdztek prazdny, a tak sa vratil domov. S kol'kymi buch-
tami vyrazil Jano do sveta?

Uloha Z7-1-6. (Libuse Hozovd) Pan Chrt mal vo svojom zaprahu pit psov — Alika,
Broka, Muka, Rafa a Punta. Kol'kymi spdsobmi ich mohol zapriahnut’ do radu za
sebou tak, aby bol Alik pred Puntom?

Kategoria Z8

Uloha Z8-I-1. (Karel Pazourek) Vierka z troch danych &islic zostavovala navzajom
rozne trojmiestne Cisla. Ked vsetky tieto Cisla scitala, vyslo jej 1221. Aké Cislice
Vierka pouzila? Urcte pat’ moznosti.

Uloha Z8-1-2. (Eva Semerddovd) TRN a HAM st zhodné rovnostranné trojuhol-
niky. Pritom bod 7" je taziskom trojuholnika H AM a bod R lezi na polpriamke T'A.
AKy je pomer obsahov ¢asti trojuholnika T'RN, ktoré s vnutri trojuholnika H AM,
a tych, ktoré st mimo neho?

Uloha Z8-1-3. (Tomds Bdrta) Na novoobjavenej planéte Zijii zvieratd, ktoré astro-
nauti pomenovali podl'a po¢tu néh jednonozky, dvojnozky, trojnozky a tak d’alej
(zvierata bez n6h tam neboli). Zvierata s neparnym poc¢tom ndéh maju dve hlavy, zvie-
ratd s parnym po¢tom ndh maju jednu hlavu. V istej priehlbine stretli skupinu takych
zvierat a napocitali na nich 18 hlav a 24 néh. Kol'ko zvierat mohlo byt v priehlbine?
Urcte vSetky moznosti.

Uloha Z8-1-4. (Karel Pazourek) V danej skupine &isel je jedno &islo rovné prie-
meru vSetkych, najvicsie ¢islo je o 7 vécSie nez priemer, najmensie je o 7 mensie nez
priemer a véac¢sina Cisel zo skupiny mé podpriemernt hodnotu. Aky najmensi pocet
¢isel moze byt’ v skupine?

Uloha Z8-1-5. (Libuse Hozovd) V pravidelnom pituholniku ABCDE je obsiah-
nuty rovnostranny trojuholnik ABM . Uréte velkost uhla BC' M.
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Uloha Z8-1-6. (Iveta Jancigovd) Alenka dostala list papiera s nasledujucimi tvrde-
niami:

A: Najviac jedno z tvrdeni A, B, C, D, E je pravdivé.

B:

C': Vsetky tvrdenia A, B, C, D, F st pravdivé.

D:

E: Tvrdenie A je pravdivé.
Tvrdenia B a D boli napisané neviditelnym atramentom, ktory sa da precitat’ len pod
$pecialnou lampou. Aj bez takejto lampy vsak Alenka dokazala rozhodnut’, ¢i moze
tymto tvrdeniam doverovat. Uréte i vy, ktoré z tvrdeni A, B, C, D, E st pravdivé
a ktoré nepravdivé.

Kategoria Z9

Uloha Z9-1-1. (Michaela Petrovd) Adam, Boris a Cyril porovnavali, kolko kilo-
gramov gastanov nazbierali. Zistili, Ze aritmeticky priemer toho, ¢o nazbieral Adam
s Borisom, je o 10 kg va¢si nez Cyrilov prispevok, a aritmeticky priemer toho, ¢o na-
zbieral Adam s Cyrilom, je o 3 kg mensi nez Borisov prispevok. Urcte rozdiel medzi
aritmetickym priemerom toho, ¢o nazbierali Boris s Cyrilom, a Adamovym prispev-
kom.

Uloha Z9-1-2. (Iveta Jancigovd) Jana si vymyslela 2022-miestne &islo a jeho ci-
ferny stcet poSepkala Petrovi. Peter vypodital ciferny stucet ¢isla, ktoré mu povedala
Jana, a vysledok posepkal Zuzke. Zuzka tiez vypocitala ciferny sucet ¢isla, ktoré do-
stala od Petra, a vysledok, ktorym bolo dvojmiestne ¢islo, posepkala Adamovi. Adam
urobil to isté s ¢islom od Zuzky a vysiel mu ciferny sucet 1. Ktoré ¢isla mohol posSep-
kat’ Peter Zuzke? Uréte vSetky moznosti.

Uloha Z9-1-3. (Karel Pazourek) Je dany pravi-
delny trojboky hranol s podstavnou hranou dizky
3,2cm a vyskou 5 cm. Jeho plast omotavame Sa-
chovnicovou foliou, ktora pozostava z nepriehl’ad-
nych a priehl'adnych §tvorcovych poli so stranami
dizky 1 cm. Zaciatok folie licuje s hranou hranola
(pozri obrazok vedla) a jej dizka vystaéi prave na
dvojnasobné omotanie celého plasta. Kol'ko per-
cent plasta hranola bude po omotani viditelnych
cez f6liu? Hrubku folie zanedbajte.
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Uloha Z9-1-4. (Karel Pazourek) Konvexny $tvoruholnik ABC'D so stranou AB
dizky 5cm, so stranou BC' dizky 3cm a s uhlom BCD velkosti 60° je samerny
podla uhloprie¢ky AC. Bod E je pitou kolmice z vrcholu B na stranu AD a F je
patou kolmice z vrcholu D na stranu BC'. Uréte obvod a obsah §tvoruholnika DEBF'.

Uloha Z9-1-5. (Karel Pazourek) Vodnik Gebul'a nakupoval v obchode, kde ceny
vSetkého tovaru boli uvedené v celych Supinkéch. Keby Gebul'a kupil 2 raky, 3 Skeble
a 1 stuku, zaplatil by 49 Supiniek. Ak by priktpil este 5 rakov, 11 Skebli a 1 §tuku,
platil by celkovo 154 Supiniek. Kol'ko Supiniek by platil za 1 raka, 2 Skeble a 3 stuky?
Urcte vSetky moznosti.

Uloha Z9-1-6. (Libuse Hozovd) St dané dve rozne &isla. Ak od oboch odéitame
Stvrtinu mensSieho z nich, dostaneme ¢isla, z ktorych jedno bude patkrat vicsie nez
druhé. Kol'kokrat je dané vécsie ¢islo vacsie nez to mensie?

Za Slovensku komisiu Matematickej olympiady spracoval Stanislav Krajci

e-mail: stanislav.krajci@upjs.sk
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Complex Physics Competition Involving
Future Teachers
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Abstract In this paper, we present the experience obtained with complex physics com-
petitions which were organized every year of the last three decades for the students at
catholic secondary schools in Hungary. The competition has consisted of various parts
(problem-solving, experimental demonstration, group quiz, and a home project). We
would like to present some examples highlight the focus of these activities and discuss-
ing the possibilities of bringing these activities to an average physics class. This com-
plex system ensured that every student was able to find a part of the competition which
attracts him. The organising team of the competition includes not only teachers from
universities and high school but also pre-teachers who are given to opportunity to work
with talented and enthusiastic students.

Key words: students’ complex competition, physics, problem-solving, experiments,
group quiz, high school

Suhrn: V prispevku predstavujeme sktsenosti s komplexnou fyzikalnou sitazou,
ktora sa v poslednych troch desatrociach organizuje kazdy rok pre ziakov strednych
katolickych $kol Mad’arska. Sutaz pozostava z réznych Casti (rieSenie problémovych
uloh, predstavenie experimentov, skupinovy kviz, domace projekty). Chceme blizsie
predstavit’ podstatu tychto aktivit, a rozobrat’ moznosti ich zaradenia do beznych aktivit
ziakov v triede. Predstaveny komplexny systém garantuje, ze kazdy ziak vie najst’ ti
cast’ sutaze, ktora ju pritahuje. Organizacny tim pozostava nie len z univerzitnych
a stredoskolskych ucitel'ov, ale tiez z buducich ucitel'ov fyziky, ktori vyuzivaju moz-
nost’ pracovat’ s talentovanymi ziakmi.

KPiadové slova: komplexna sut'az ziakov, fyzika, problémové ulohy, experimenty, sku-
pinovy kviz, stredna skola

MESC: M50

1. The description of the competition

Physics competitions in high schools play a big role in developing students’ skills in
physics and increasing their interest in science. Both national and international
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competitions are targeting the most talented students with the intention of improving
their problem-solving skills. Nevertheless, these competitions are only successful if
they include a wide range of students not only just the best ones. However, the num-
ber of participants in traditional competitions has been declining for years. Further-
more, fewer students are interested in science both nationally and internationally too.
For this reason, our goal was to create a competition where students could discover
the beauty of physics and compete without stress — so it is likely that more students
will take part in them. Producing the competition, we took four aspects into consid-
eration: i. as far as it is possible, preserve the traditions of physics competitions, ii.
to exploit the cooperative activities (group work) of students, iii. to rely on the stu-
dents’ enthusiasm for self-made experiments, iv to make the competition a public
event with a larger audience.

In this paper, we are going to present our experience obtained through the decades
of the competitions. We believe that Karoly Ireneusz Physics Competition, besides
that it has made young students love physics it has also motivated teachers too.

The competition is organized for three different age groups (for 13-14; 15-16;
and 17-18 years old, respectively) and it has three different rounds. The diversity of
the tasks varies from round to round. In the first-round students should make a home
project, the second-round contains traditional problem-solving and the last-round is
about performing and explaining a variety of experiments. The schools should apply
at the beginning of the first semester. Then the contestants have 4 months to make a
project in groups which is the first challenge of the competition. The next two rounds
are hosted by one of the schools participating in the competition during the spring
semester. Each group sends two students who represent their school in the competi-
tion. The delegated students are accompanied by their schoolteachers.

2. Goals

Informal learning is becoming increasingly important when students are not studying
at school. One way to do this is to take part in competitions, as success often requires
knowing much more than the curriculum or solving non-school tasks. They not only
develop their professional knowledge, but also their attitudes towards science, espe-
cially physics, group research and their scientific approach. The success of the com-
petition and the prize won can be an additional motivation for (further) learning and
participation in other competitions. 0

Our purpose is not just to improve the students’ knowledge of physics. In the
first-round, students are required to work on a mini-research, they must learn how to
cooperate with each other. To finish the report students also need to deal with differ-
ent computer programs. With this competition we have more goals. Firstly, our aim
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is to motivate students by showing them the beauty of physics. Secondly, to help
teachers improve their professional skills, and thirdly, to introduce the method of
helping talented students to pre-teachers.

3. Home project

More and more modern teaching methods consider self-learning important, when
students are not only passive recipients of knowledge, but also develop their talents
independently with the help of experts. This is most easily accomplished through
teamwork, which also develops the communication and collaboration skills of par-
ticipants, which will become important later. [5]

The Competition Committee sets research topics from extracurricular material
for each category. The students should do their projects in groups and their teachers
are allowed to help them. The first round gives the opportunity to those students
whose main interest maybe not physics but enjoy doing experiments.

In the first-round, students are asked to do a home-project. In the first decade of
the competition the oldest students were given open-ended questions and activities
which were chosen from the activities of the International Young Physicists' Tour-
nament 0. As these tasks were much more challenging for the students and required
more effort, the number of participants in the competition began to decline. In the
years that followed, the judges tried to simplify the activities to stop the decline in
the number of participants. Nevertheless, the goal of the competition remained the
same which was to give students activities connected to real life situations.

Some examples: Experiments with paper airplanes (13-14 y.), Experiments with
polarized light (15-16 y.), Experiments with musical instruments (13-14 vy.),
Smartphones in physics (15-16 y.), Experiments with colours (13-14 y.).

4. Problem-solving

Two representatives are sent by each group for problem-solving, which is the main
activity of traditional physics competitions. Although the frames of the problem-
solving part agree with those of the traditional ones the problems are unusual, many
of them join to experiments shown at the scene. The tests are corrected by teachers
and by university students who are in the teacher training program. We are present-
ing three examples from this part of the competition.
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4.1 How much sugar contains a bottle of coke?

Problem: Find out the sugar content of the
Coke with the help of Fig. 1. The bottle’s
height is 15 cm, the radius is 2.9 cm. Fig. 1
is very similar to what was given to the stu-
dents.

Solution: While the Coke made with sugar
totally immerses in the water, the other bot-
tle is floating and one part of it is above wa-
ter. This information is the key for students
to calculate the mass of the sugar. The buoy-
ancy acting on the difference of immersed
volumes of bottles is the same as the weight - ; 3

of the sugar: < i ‘ Lo

Fig. 1: Two bottle of coke in water.

Msugar § = Pwater Rznhg.

Here h is the difference in the heights of the immersed parts of the bottles. Hence,
the weight of the sugar mgygar =~ 26 g.

4.2 Matchbox

Problem: | would like to introduce one of the experiments presented at the compe-
tition. First, one drops a box of matches (the box is half full) in vertical position on
the table from approximately 10 cm high. After hitting the table, the closed box of
matches bounces a little and falls over. Second, we repeat the entire experiment how-
ever, this time the box is half open. This time the box does not fall over but the half
open box closes however, not entirely. The students should explain the phenomenon:
Find out the friction force created by the box and the closing part of the box. (Fig. 2
can provide some guidance and help students solve the problem.) The mass of the
box is 8 g. (In the competition, the center of gravity was not marked in the picture.)
Solution: When the closed box hits the table the position of the matches in the closed
box changes and this change causes the fall of the closed box. If we repeat the ex-
periment with the box half opened, the collision between the box and the table is
inelastic, the open part of the box continues its motion after the box hits the table and
the kinetic energy transforms into the work of the friction force. With the help of
Fig. 2 we can estimate the displacement and the work of the friction force too.
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The left side of Fig. 2 shows the box of
matches before the fall and the right side
of Fig. 2 demonstrates the box after the
fall. After the box hits the ground and the
main part stops moving, the open part
continues its motion because of inertia.
The friction force between the main part
and the open part of the box slows down
the motion of the open part of the box. To
sum up, the box had potential energy
which first transforms into kinetic energy
and later it transforms into the work of the
friction force. We can calculate the work
done by friction from the product of the
friction force Fy and the displacement As
of the center of mass relative to the box

- center of
mass

ot

Fig. 2: Matchbox before and after the fall

The change of the potential energy (AE) is defined by the mass (M) and the
change of the height (Ah) of the centre of the mass of the box relative to the table

AE, = MgAh.

Fig. 2 can help identifying the change of heights of the centre of the mass and the
displacement of the open part of the box. The change of height of the mass of the
centre marked on the photo is A h = 13 cm. The displacement of the open part of
the box after it hits the ground is A s = 1,5 cm. The magnitude of the friction force

_ MgAh
S 7 As

Notes: As a teacher, we can present this experiment as a trick to our students and
encourage them to try it on their own because the tools needed for the experiment
are very simple. It also provides an opportunity to discuss how the number of match-
sticks can affect the experiment and why. (For example, we can do the experiment
first with an empty box and later with a box full of matchsticks. We can also change
the size of the box.)

~ 0,68 N.
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4.3 Turning airplane

Problem: Can you calculate the angle of the air-
plane’s turn with the help of the picture if you know
that its speed is 100 m/s, and its height does not
change during the turn? What is the connection be-
tween the radius and the mass of the airplane?

Solution: The aerodynamic force acting on the air- Fig 3: Airplane.
plane is always perpendicular to the wings of the air-
plane. If the airplane does not have a horizontal position, it automatically changes

Fig. 4: Free-body diagram of the forces.

the direction of flights and turns. The radius of the turn’s circle (the aircraft's trajec-
tory) can be determined by the forces acting on the plane (see Fig. 4). The two main
forces are the gravitational force (mg), which acts vertically on the aircraft, and the
aerodynamic force (F), which acts perpendicular to the plane of the wings. Since the
altitude of the aircraft does not change, the magnitude of the vertical component of
the force F is equal to the force of gravity

E, = Fcosa = mg.

The horizontal component F, of the aerodynamic force F is perpendicular to the
velocity of the aircraft and results the aircraft to turn.

£ o= i muv?
=Fsina = —.
X 1 R
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Dividing the first equation by the second we obtain
F,
= =tana = —.
E

The radius of the circle trajectory

172

S gtana’

We can calculate the value of tan @ by measuring the two components of the aero-
dynamic force. The ratio of these components will give the value of tan a
. E, 2
ana = — =~ —.
E, 3
The radius of the turn’s circle will be approximately 1.7 kilometers.
Note: This activity can improve certain skills of the students such as analysing and
interpreting a picture. If they can measure the needed information the task becomes
very easy.

4.4 Balance of a chain

Problem: One end of the thin chain is fixed to the wall; the other end is pulled hor-
izontally with a force of 0.1 N. Fig. 5 shows the motionless chain in front of a square
paper. Calculate the weight of the chain with the help of the picture.

Solution: As we can see in the figure the chain’s shape shows a characteristic curve.

Fig. 4: Forces acting on the chain.

At the fixed end, the curve is steep, but as we move to the other side, the curve
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becomes less and less steep. The chain is at rest that means that the vector sum of
the forces on the body must be zero. The three forces acting on the chain are the
following: the two forces acting at the ends of the chain, and the gravitation. The
background behind the chain can help students recognize that the fixed end of the
chain is at a 45° angle, which is also the direction of the force acting on the fixed end
of the chain. The direction of the gravitation acting on the chain links is vertical and
the force acting on the end of the chain with the thread is horizontal, so, we can say
that in a rest position the vertical component of the force acting on the fixed end of
the chain is the same as the gravitation acting on the chain. (The magnitude is the
same, but the direction is the opposite.) The magnitude of the horizontal component
of the force acting on the fixed end of the chain is the same as the magnitude of the
force acting on the other end of the chain, but its direction is also the opposite. The
vertical and horizontal components of the force acting on the fixed end are of the
same magnitude which is 0.1 N. Hence, the weight of the chain is 0.1 N.

4.5 Coins

Problem: Put two different coins next to a magnifying glass, the bigger coin should
be closer to the magnifying glass. In the first photo we can see the virtual image of
the bigger coin and we cannot see the smaller one. By shifting the smaller coin fur-
ther away from the lens, its virtual image will appear.

Fig 6: Only the virtual image of the bigger coin is  Fig. 7: The virtual image of the smaller coin ap-
visible. pears.

The task here was to give an explanation to this phenomenon. In their explanation
the students had to draw their solutions, and the older contestants also had to calcu-
late the criteria of the appearance of the second image.
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me

- magnifying glass

Fig. 8: Only the virtual image of the bigger coin is visible.

Solution: Since both photos show an enlarged version of the coins, this means that
the coins are behind each other, within the focal length. This is true in both cases; in
the first case only the virtual image of the larger coin is shown, in the second case
the virtual image of the smaller coin is also displayed. We cannot see the smaller
coin in the first case because the rays (blue line in Fig. 8) coming from the object T,
(smaller coin) do not reach the lens because of the object T; (larger coin).

Fig. 7 gives information about a small change, how we slowly pulled further the
smaller coin from the lens. The black dashed line connecting the end of the arrows
of the objects T; and T, reaches the lens hence the virtual image K, appears. (We
use the well-known radius to draw the image K,. These radiuses do not have to take
part in the process of constructing the image.)

We need that one part of the rays from the second object must go through the lens
in order of the appearance of magnified image of the two coins behind each other.
We can explain this phenomenon with a mathematical inequality using the marking
system of Fig. 10

D
=—T, T,-T
2 2> 1 2

t,  tp—ty
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Fig..9: Both virtual images are visible.
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magnifying glass

Fig. 10: Explanation of the size-effect of the lens.

Notes: The activity is based on a simple examination of the magnifying glass and
this task is just based on the knowledge of 8" grade students. However, to solve this
problem, children need to understand the whole situation and take into account fac-
tors (e.g., lens size that provide extra criteria) that can usually be neglected in an
average physics class.
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5. Experiments

Students of the first two categories are given the opportunity to bring and present
experiments chosen by their interest. This part of the competition is open for the
public and prizes are awarded by public vote. Recent years have shown that this is
the longest and most popular part of the competition because of the interesting and
creative experiments brought by students.

Students between the ages of 13-16 prepare experiments chosen by their interest.
Their task was to present, explain and answer the questions by the judges connected
to their experiment. The groups put their experiment together at the scene of the
competition and they give a real physics show to the judges, to their peers, to the
teachers and to everyone else who is interested. Our experiences of the decades show
that this part of the competition plays a huge role of the motivation of the students.
(The good atmosphere, the interesting presentations and the community keeps the
students to come back the next year.) The photos of this part of the competition are
proof how much the students enjoy experiments.

This is not just the most enjoyable part of the competition but also a place where
the students learn a lot from each other by presenting their experiments. For pre-
teachers it also gives an opportunity to collect new ideas for their physics class.

6. Quiz

The oldest age group compete in a public quiz show where the schools are repre-
sented by a pair of students. The quiz contains a wide variety of activities connected
to videos, computer programs and experiments presented at the scene of the quiz.
The points given by the judges are based on the professionalism of the groups. The
awards are given to the first three groups with the highest scores.

7. The role of pre-teachers in the competition

In the last two decades, university students of ELTE (E6tvos Lorand University) who
take part in the teacher training program could volunteer to help organize the com-
petition. They have assisted in the preparation of the competition, have taken part in
correcting the tests and they have also presented different experiments in the last two
rounds.
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Fig. 12: More picture of the show.
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The teachers, pre-teachers and the judges share their experiences about the com-
petition. (All the mini-research papers are public so everyone who is interested is
allowed to read them.) They discuss the correction of problem-solving activities. The
teachers are suggested by the judges to have a discourse with their students after the
competition. They are also encouraged to highlight their students’ best works and to
inspire the children to continue their participation in the field of physics.

Pre-teachers are given the opportunity to gain experience and get some help when
they start working in schools. They can practise correcting tests, evaluation; they
connect with other physics teachers and can join the community of physics teachers.
Moreover, they can work with talented and enthusiastic students and can practise
preforming in front of students.

8. Conclusion

In this article we introduced a complex competition in Hungary. This competition,
which has been running for almost three decades, is popular among students and
professional teachers, and its success is proved by the fact that many of the partici-
pants in the former competitions graduated from engineering and science or became
physics teachers. For future teachers, participation in the organization of the compe-
tition and in the pilot-demonstrations provides a good opportunity to prepare for
teaching and gain experience in practical pedagogical work. Simplified versions of
the tasks of the competitions can enrich high school teaching.
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Niekol’ko subjektivnych postrehov
z diStan¢ného vyucovania fyziky

Gabor Toth

Abstract: The article summarizes several practical experiences from teaching physics
at a secondary grammar school during the period of distance education. The tools and
methods presented here may also be applicable during off-line teaching. At the end of
the article there is an example of such use: a short guide to creating individual digital
textbooks.

Keywords: distance education, digital textbook, digital tools

Suhrn: V ¢lanku je zhrnutych niekol’ko praktickych skusenosti z vyucovania fyziky na
jednom gymnaziu poc¢as obdobia diStanéného vzdelavania. Tu predstavené prostriedky
a metody moézu byt pouzitel'né aj pocas off-line vyucovania. Na konci ¢lanku je priklad
takéhoto vyuzitia: kratky navod k tvorbe individualnych digitalnych ucebnic.

KPicové slova: distancné vyucovanie, digitdlna ucebnica, digitalne prostriedky

MESC: M50

1. Uvod

Jednou z najcastejsie opakovanych fraz o online vyucovani je, Ze lockdown prisiel
necakane a zastihol komunitu pedagdgov viac-menej nepripravent. UcCitelia sa mu-
seli prisposobit’ novym vyzvam prakticky za niekol’ko dni. Po viac ako ro¢nej sku-
senosti sa viak zaginaju hromadit’ ponaucenia z tohto obdobia. Dal$ou ¢asto opako-
vanou frazou je, Ze skola (vyucovanie, vychovno-vzdelavaci proces... nech si kazdy
vyberie termin, ktory je mu sympaticky) chce Zit' a potrebuje Zivé kontakty. Distanéné
vzdelavanie pocas lockdownu bolo nutné zlo a nedokonala nahrada ,,0zajstného” vy-
ucovania. Autor ¢lanku s tymito tvrdeniami v zasade aj stihlasi, s tou poznamkou, ze
online $kolsky zivot nepriniesol iba negativne skusenosti a iba zI¢é zazitky. V tomto
¢lanku sa pokusime sustredit’ na tie aspekty online vyucovania, ktoré sa zdali byt’
uzitoénymi, a moézu byt preto zaujimavé v buducnosti, jednak pre , klasické off-line”
vyuéovanie, jednak pre pripadné d’alSie online obdobia.

Musime pod¢&iarknut’, Ze vSetky nizSie uvedené tvrdenia su iba subjektivne na-
zory autora. Klasicky pedagogicky experiment o nizSie predstavenych prostriedkoch
a metodach neprebiehal.
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2. Vychodiskova situacia

Po vyhlaseni lockdownov, v roku 2020, sa kazda $kola ocitla v $pecialnej situacii.

Nebolo by korektné, keby sme chceli nasilu porovnavat’ elitné gymnazium v srdci

vel'komesta so zakladnou Skolou na dedine, kde mohlo st’aZit’ situaciu socialne, ma-

teridlne a infrastruktirne zdzemie deti, ale aj §kol. Uvedieme preto, Ze nasledujtce
skusenosti boli ziskané na gymnazidlnej urovni Cirkevnej spojenej Skoly Marianum

v Komarne. Niekol’ko zakladnych, ale dolezitych charakteristik o Skole:

1) Nase gymnazialne triedy su relativne malé. Pocet ziakov v jednotlivych triedach
je 13 az 21.

2) Vyucovaci jazyk Skoly je mad’arsky (preto aj ilustracie ¢lanku buda v tomto
jazyku, so slovenskym popisom dblezitejsich Casti).

3) Kazdy ziak ma doma pristup na Internet, a ovlada pracu s poé¢itacom. Nakol’ko
mame relativne vela ziakov z okolitych dedin, resp. mensich miest, kde nie je
Standardom pripojenie na Internet optikou, nasim najva¢$im problémom bola
nie rovnaka kvalita prenosu signalu pocas online hodin. Malokedy sme preto
vyzadovali od Ziakov pouzivanie kamier.

4) Skola sa dohodla uZ na jar 2020, Ze na evidovanie uéiva a hodnotenie Ziakov
bude jednotne pouzivat’ platformu Google Classroom. Na jesent 2020 sa dohodlo
aj na tom, ze pre potreby videohodin sa bude pouzivat’ predovsetkym systém
BigBlueButton. Po¢as druhého lockdownu (teda od jesene 2020) sme sa roz-
hodli aj pre zachovanie rozvrhu hodin. Na malo vynimiek sme teda realizovali
45 minutové zivé online hodiny.

5) Pocas prvého lockdownu sme museli vel'a improvizovat. Clanok preto reflek-
tuje skor na skuisenosti z druhého lockdownu, od jesene 2020.

2.1 Prvé ponaucenia

Po prvom lockdowne autor ¢lanku zmapoval nazory ziakov o skusenostiach z online
vyucovania. Na zaklade tychto, ale aj subjektivnych ndzorov formuloval niekol'ko
aspektov, ktoré ovplyvnili vyber prostriedkov poc¢as druhého lockdownu:

1) Ziaci su vd’aéni za vyklad uéitela. Kladne hodnotili pouzitie digitalnej tabule,
zdiel'anie obrazovky, nahrdvanie online hodin a ich neverejné spristupnenie na
Youtube.

2) Ziaci st vd'aéni za digitalne $tudijné materialy: texty, zbierky prikladov, screen-
shoty z digitalnej tabule atd’.

3) Skupinova a/alebo samostatna praca ziakov zvySuje ich motivaciu.

1 Ako uz bolo spomenuté, kazda $kola zéapasila s inymi vyzvami. Vieme si predstavit’ §kolu, kde
kazdy ziak disponoval kvalitnym Sirokopasmovym pripojenim. V tychto $kolach asi nebol problém s
realizaciou real-time online videohodin. Takisto sme vsetci poculi o §kolach, na ktorych vel’ké per-
cento deti je z marginalizovanych rodin, a u¢ivo bolo roznasané pre nich v papierovej podobe.
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4)

5)

6)

Jednou z najtazsich uloh pedagéga je trvalo udrzat’ motivaciu ziakov k praci.
Neuveritelne vela faktorov tlaci deti k tomu, aby to vzdali, a prestali sa ucit’
(len niekol’ko prikladov: nejasny koniec t'azkého obdobia, minimalny kontakt
s rovesnikmi, Casto tazka situdcia v rodine — choroba, vypadok prijmu, staros-
tlivost’ o mensich surodencoch, monoténnost’ dni atd’.). Treba preto vyuzit’
kazdi moznost’ na aktivizaciu Ziakov, a namiesto frontalneho vykladu zapojit
do priebehu hodiny samotnych Ziakov, a to ¢o najviac.

Preberanie naplanovaného uciva je ovela pomalsie online formou. Ak trochu
prezenieme: (a) pedagog sa bud’ snazi drzat’ sa planu, a to, ¢o ,,oduci”, urobi
povrchnejsie, alebo (b) vybrané tematické celky sa snazi prebrat’ ,,poriadne”, ale
obetuje niekol’ko tém. (Ani fyzika, ani matematika nie s povinné maturitné
predmety, preto sa autor rozhodol pre druhtt moznost’.)

Pocas precvicovania preberaného uciva rieSenim uloh sa na nasich hodinach
vePmi zriedkavo riesia priklady pri tabuli. Ziaci zvy¢ajne pracuji na vytyéenych
ulohach samostatne vlastnym tempom, a pedagog prebieha medzi nimi, a kon-
troluje/overuje/opravuje/reflektuje ich rieSenia. Nakol'ko (u nés) v jednej triede
nie je prili§ vel'a ziakov, da sa to stihnut’ — tento postup sa Gspesne implemento-
valo aj do online formy vyucovania (pozri niZSie). Ziaci su takymto sposobom
viac tlaceni k samostatnej aktivite, nez keby pasivne opisovali, ¢o vidia na ta-
buli. Tento spdsob interakcie da $irS§iu moznost na diferenciaciu ziakov (Sikov-
nejsi zvyc€ajne vyriesia povinné ulohy skor, a mézu sa zaoberat’ naroc¢nejsimi,
ale nepovinnymi problémami).

3. Online prostriedky a metodické postupy inSpirované nimi

3.1 Portal na ukladanie uciva

Pouzivali sme systém Google-u: Classroom, Dokumenty, Tabulkovy editor, Formu-
lare, Drive atd’. Vsetky nasledujuce priklady su Google-ovské dokumenty alebo ta-
bulky.?

Cez Classroom sme vytvorili kurz pre kazdy predmet, v kazdom ro¢niku samo-

statne. Na tento povrch sa potom pridavali d’alsie $tudijné materialy. Cast’ kurzu mo-
hol vyzerat’ napr. tak, ako ukazuje obr. 1.

2 Cielom tohto &lanku nie je robit reklamu pre tento systém. Hovorime o fiom naozaj iba z toho do-
vodu, ze sme s nim kazdodenne pracovali pocas online obdobia. Na trhu je vel'a podobnych balikov,
ktoré ponukaju podobne spektrum moznosti, ako systém od spolocnosti Google. Mnohé $koly pouZzi-
vali napr. MS Teams, ale aj znamy Edupage je porovnatel'ny vo funkcionalite.
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FIZ | 1G | 2020/2021 Fal Feladatok Személyek

2 Nyugvo testek

1 Helyiink a viligeg. 2-7 Folyadékok nyomasa

0 Bevezetes 2-6 Surlédas

Dolgozatok
2-5 Tetszéleges iranyu erék (Feladatok)

Segédprogramok

2-5B Tetszdleges iranyu erdk #2

Obr. 1:Vlavo hore je nazov kurzu (F1Z). V tomto priklade sa jedna o kurz fyziky pre 1. rocnik. Vlavo
su nazvy jednotlivych tematickych celkov (zhora nadol: ,,2 Telesa v pokoji”, ,, 1 Nase miesto vo ves-
mire”. ,,0 Uvod”, ., Pisomky”, ,, Pomocné programy”, ,, Organizacné pokyny”). V hlavnej casti sa
poniikali u¢ebné materidly rozdelené do tém. Napr. ,,2-7 Tlak kvapalin”, ,,2-6 Trenie”, ,,2-5 Lubo-
volne orientované sily (Priklady)”, ,,2-5B Lubovolne orientované sily #2” atd’. Kliknutim na ndzov
témy sa dand téma ,,rozbali”, a Ziak ma pristup k materialom.

3.2 Digitalne knihy

Na hodinach fyziky sme vel'mi ¢asto pouzivali vybrané texty z mad’arského prekladu
ucebnice Physics: Foundations and Frontiers od dvojice autorov George Gamow a
John M. Cleveland. Dévodom bolo najma to, Ze text Casto vysvetl'uje fyzikalne javy
cez rieSenia konkrétnych problémov. Napr., v Casti 0 momentovej vete je viac nu-
merickych rieSeni problémov o rovnovaznych polohach réznych telies. Tieto Casti
boli z knihy naskenované, digitalizované¢ OCR aplikéciou, a prepracované do tzv.
projektov. Ziaci v projektovom materiali nenasli hotové rieSenia problémov, ale na-
vody, ktoré ich postupne, z kroku na krok, viedli k tomu istému rieSeniu, ako uceb-
nica. Tieto projekty riesili samostatne do zositov, a jednotlivé fazy riesSeni si odfotili,
a vlozili do svojich vlastnych dokumentov.® Po¢as samostatnej prace bol ucitel’ vzdy
k dispozicii online, a pomahal tym ziakom, ktori to potrebovali.

3 Inspiraciu k forme takychto projektom sme &erpali z udebnic dvojice Edwin F. Taylor a John Archi-
bald Wheeler: Spacetime Physics a tiez Exploring Black Holes: Introduction to General Relativity.

V tychto knihéach st celé Casti spracované ,,projektovo”. Striedaju sa tam kratke, niekol’koriadkové
vyklady s jednoduchymi tilohami. Vysledky kazdej tlohy st potom pouzité v nasledujtcich tilohach.
Vznikaju tak retazce kratkych textov a tloh, a na konci Citatel’ zisti, Ze sa mu podarilo — sice vydat-
nou pomocou autorov — ale aj tak samostatne — odvodit’ napr. vztahy pre rychlost’ objektu padajiceho
do Ciernej diery z pohl'adu réznych pozorovatelov.
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3.3 Google dokumenty, tabul’ky

Vyhodou systému Google je, Ze jednotlivé materiadly (dokumenty, tabulky, vides,
kresby atd’.) si navzajom l'ahko prepojitelné, a je mozné ich zdiel’at’ viacerymi spo-
sobmi:

1) Ziaci mdzu stubor zobrazit'. V tomto pripade Ziaci nevedia zasahovat’ do ob-
sahu. Dostantl to, ¢o im pripravil u¢itel’. Takto zdiel'any dokument sa prili$ nelisi
napr. od bezného PDF dokumentu.

2) Ziaci mdzu subor upravit’. V tomto pripade kazdy Ziak triedy (alebo vybranej
skupiny) vie modifikovat’ obsah (alebo Cast’ obsahu) toho istého siiboru. Hned’
uved’'me aj nieckol'ko prikladov na vyuzitie takéhoto zdiel’ania!

i) Praca v skupinach. Ucitel' vopred pripravil bianko dokument napr.
s prazdnou tabul’kou (iba jej hlavicka bola vyplnend), a Ziaci v malych sku-
pinach museli vyplnit’ jednotlivé bunky tabulky. Takymto spdsobom sme
spracovali napr. vlastnosti ultrazvuku a infrazvuku.

Az ultrahang és infrahang jellemzésének dttekintése

Ultrabang. Infrahang

a [frekvencia | 16 kiz-nél magasabb frekvencidji hangok | 16kHznél alacsonyabb frekvencidjis hangok
tartominy

=

Keletkezésiik, | Pi
forrisuk

Mesterséges forrds: hangrobbands &
kozonséges robbands esekén; dizelmotor

fonok elmozdulnak; vizsgalatok sorin mikodése sorén, s2¢ Kurbina kozelében; nagy
specidlis kristlyokat handinak, amelyek | méretd basszushangsugérzoban
elektromos dram hatasira rezgésbe jonnek &
hullimokat bocsitanak ki (ultrahang) Természetes forris viharos idbjdrds,
tarnado, nger hullmzisa, lavina,
@ foldrenges, vulkanki meteor

belsejiskben becsapiddss, vizesés kozekiben, j ghegy
tekercsek taldlhatok, amelyre vakiskozo leomlsa, villimlss, sarki feny
aramot kapesalnak 3 tekercsck migneses A nagyobb test alacsonyabb frekvencidjis
terében a lemezek ayorsan rezegnek, infraangot tud létrehazni
:::'::\;“"‘"‘ Balldmclat bocaltanak ki A lombszbeskének van a legmagasabb

ciripelése

fizika_100kes

hutps
ke 04 010

illatvilig

A denevér mivel nem Kit, igy 6a szijival | \jodior

kiadja a hangotés abogy nekiBtkozik & | | feni dllatoka magy tivolsigi

hang valaminek, igy az visszapattan és Kommunikick céljabol bocsatanak ki
tmdja, hogy valami elillja az itj it intrshangot

Obr. 3: Ukdzka zo zdielaného dokumentu, v ktorom Ziaci spracovali viastnosti ultrazvuku a infra-
zvuku. [Nadpis: ,, Prehlad charakteristiky ultrazvuku a infrazvuku”, hlavicka: , ultrazvuk”, ,,infra-
zvuk”, riadky: ,, 1 Interval frekvencie”, ,,2 Vznik, zdroje”, ,, 3 Zivocichy”.]

ii) Evidovanie vyrieSenych tloh. U¢itel’ pripravil prazdnu tabul'ku, v ktorej
figurovali mena ziakov, ¢isla vyty¢enych uloh, a bolo nastavené automa-
tické formatovanie farby buniek. Trieda mala pristup k tej istej tabulke.
Vzdy, ked’ ziak vyriesil jednu ulohu, zapisal si do danej bunky Cislicu 1.
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Takymto spésobom bolo evidované, ze kto a akym tempom spocital jed-
notlivé priklady resp. riesil laboratorne cvicenie.

A B c D E F G H J K L M N o

Laborgyakorlat mi van niar meg?

%08 g eredmény

eltérés a inga periédusid értékének Gsszevetés
2 hivatalo elkészitve, inga & g eltérései ea

s és hossza 20 lengés  kiszamitas kiszamitas az atlagtol tablazati

Keérdoiv  eértéktol 1 miikodik lemérve lemérve 5x a 5x asx g dtlaga 5% absz. hiba rel hiba adatokkal megvitatas

4 A -
5 anenegingele 7 1 1 1 1 1 1 1
o dAbay 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
7 ey 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
5 Al 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
] 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 faepedey
T ey 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
12 stk 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
13| 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
14 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
15 aia 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
o T 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
7 gty 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
E ey 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
9 R 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
20 m
21 Ay 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 w 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
24 S 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Obr. 4: Ukdzka evidencie iiloh v zdielanej tabulke. (V ukizke sii mend Ziakov skryté.) Ulohou Ziakov
bolo urcit gravitacné zrychlenie pomocou matematického kyvadla. [Ndzov tabulky: ,, Laboratérne
cvicenie — co vsetko je hotové?” Nadpisy hlavicky: ,, Formular”, ,,Percentudlna odchylka od oficial-
nej hodnoty”, ,, 117 (toto cislo ukazuje, Ze kolko ciastkovych uiloh maju Ziaci vyriesit), ,,Kyvadlo je
pripravené a funguje”, . Dl3ka kyvadla zmerana”, ,, 20 kmitov zmeranych 5-krat”, ,, Perioda vypoci-
tand 5-krat”, ,, g vypocitané 5-krat”, ,,Priemer g”, ,, Absolitna chyba”, ,, Relativna chyba”, ,, Vysle-
dok porovnany s tabulkovou hodnotu”, ,, Diskusia.”.]

Jednotky v tabulke neznamenajii to, Ze Ziaci boli ucitelom ohodnoteni touto znamkou. (Po odovzdani
protokolov samozrejme ucitel’ musel ohodnotit kazdy protokol, tak ako zvycajne.) Ziaci svojimi jed-
notkami iba davali rychlu spdtnu vizbu ucitelovi aj ostatnym, ako napreduju s riesenim laborator-
neho cvicenia a S0 spracovanim udajov. Tabulka automaticky spocitala jednotky, a zafarbila pri-
slusné bunky od cervenej cez zltu po zelenu. Automatickym farbenim boli vyhodnotené aj relativne
odchylky od oficialnej hodnoty: modrda farba < 15%-nd chyba, cervena farba > 15%-nd chyba. Z ta-
bulky je jednoznacné, ze vicsina triedy stihala dokoncit laboratornu prdcu (traja sa nezucastnili ak-
tivity), a navyse, ze obdrzali prekvapivo slusné relativne chyby: (0,16-9,4)%-né odchylky su na do-
mdce pomery velmi pekné. Podobnymi tabulkami sme evidovali aj riesenie iiloh k jednotlivym téemam.

iii) V ucebnom texte sa mohli ziaci stretnut’ s napadmi na realizaciu experi-
mentov. Ked niekto dobrovol'ne zrealizoval domaci experiment (samo-
zrejme za motivujucu “maltt” jednotku), mohol vlozit’ fotku svojho expe-
rimentu priamo do textu.
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Konyvtarra lenne szokségank, ha harom vagy négy konyhossziisignyira akarnink a legfelsd konyvvel
eljutni

Szabadon vilaszthato hazi feladat

Veégezd el a fenti kisérletet otthon, 5-6 (megkozelitGleg) egyforma konyvy
konyv pereme tivolabbra keralt az asztal szélé4ol, mint a sajét hossza, A ki
és toltsd fel a Classroomba. (A feladat nem kotelezs, viszont jutalom egyes jar érte.)

rold, hogy a legfelsd
nyérol keészits selfiet,

Néhiiny megoldiis

Franciska

egyensilyban akkor van, ha egyik végétol 2

1id 6 m hossz, silya ped
fol. Két ember (a két v
ejteniok?

va) megemeli a rudat. Mekkora erdt kell az

Obr. 5: Dalsia ukdzka na zasahovanie do digitdlneho uc¢ebného textu Ziakmi. Na lavej strane je opi-
sany zaujimavy experiment na hibsie pochopenie taziska systému viacerych telies. V dalSom pokraco-
vani textu bolo vyhradené miesto, kde Ziaci si mohli nahrat viastné fotografie nimi realizovanych ex-
perimentov. Ziaci tak mohli ilustrovat viastnii ucebnicu viastmymi fotografiami. Tato tiloha bola evi-
dovanda ako dobrovolna domdca uloha.

3) Vytvorit’ képiu pre kazdého $tudenta. Z vopred pripraveného bianko doku-
mentu kazdy ziak dostal jeden vlastny exemplar, a mohol pracovat s tymto ma-
teridlom. Tuto funkciu sme vyuzili tymito spdsobmi (v snahe maximalizovat’

putavost’ prace):

i) Personifikované digitalne ucebné texty. O tomto vyuziti sme pisali vyssie.
ii) Protokoly laboratornych cviceni. Na nasej $kole, aj pred online vyucova-
nim, ziaci spracuvali vysledky laboratornych cviceni samostatne, do vo-
pred vytlagenych prazdnych bianko protokolov.* Pocas lockdownu tieto
materialy bolo potrebné iba vel'mi jemne upravit’, a zverejnit’ ako Google-

ovsky dokument.

Musime vyzdvihnut', ze — az na na malo vynimiek — vSetky hore uvedené tulohy
boli realizované pocas dopoludiiajsich online vyucovacich hodin za online pritom-
nosti ucitela. Na komunikaciu sme pouzivali §kolou odporucany systém BigBlue-
Button nie tak ¢asto, namiesto toho sme presli na Discord. Tento prechod nebol za-
kazany. O dovodoch a sposoboch piseme niZsie.

4 Autor si vel'mi dobre pamité, Ze pocas svojich §tidii rad meral a riesil laboratore cvicenia, ale

velmi nerad spisoval ruéne pisané protokoly. Najnudnejsie bolo opisovanie teoretického uvodu a po-
stupu prace z uéebnice. Vopred pripravené bianko dokumenty vietky tieto Gasti obsahujii. Ulohou Zia-
kov je uz ,,iba” realizovat’ laboratdrne meranie, spracovat’ vlastné namerané vysledky a napisat’ disku-

Siu.
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I iaboratirimi gyakariat

Obr. 6: Printscreeny §tvorice strdan vlavo ukazujii bianko protokoly laboratérnej prace. Ziaci mali za
tlohu zmerat’ hmotnost mince pomocou listu papiera, vyuZitim momentovej vety. Bianko protokol ob-
sahuje teoretické pozadie problému, zoznam pomdécok, postup prdce a prdazdne tabulky. Miesta, kde
deti mali samostatne pracovat boli vyznacené cervenou farbou. Vpravo je printscreen Ziakom vyplne-
ného protokolu. Pocas lockdownu, bolo sucastou protokolu aj selfie ziaka a nim vyrobenej pomocky:
papierovej paky. (S tymto laboratérnym cvicenim sa autor stretol na semindroch Heuréka, a idea ex-
perimentu pochddza (pravdepodobne) od uditela fyziky Zdenka Poldka. Zvycajne je toto meranie vo-
bec prvé, ktoré pocas Studia Ziaci v prvom rocniku u nas realizujui samostatne formou laboratorneho
cvicenia. Toto cvicenie bolo vhodné na domacu pracu aj z toho dévodu, ze k realizacii Ziaci skutocne
nepotrebuju nic iné, ako harok kancelarskeho papiera, lubovolnii mincu, pravitko a spendlik.).

3.4 OpenBoard, LightShot, CodeCogs

K zachovaniu poznamok z ucitel'ovho vykladu boli najuzito¢nejsie tieto programy:

1) Digitalna tabuPa a graficky tablet. Nam sa osved¢il program OpenBoard, ale
na webe je mozné ndjst’ kvantum réznych digitalnych tabul’. St to vlastne jed-
noduché grafické programy, ktoré imituju ozajstné tabule. Vyhodou programu
OpenBoard je, Ze jednym klikom je mozné prepnut’ medzi farebnymi rezimami:
¢ierne pozadie sme pouzili na vyklady, ked’ ziakom bolo prijemnejSie pozerat’
sa na tmavy monitor. Biele pozadie sme aktivovali pred vloZenim screenshotov
do dokumentu (je uspornejsie, ked’ niekto sa rozhodne pre vytladenie materia-
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lov). Graficky tablet sa stal pocas online obdobia beznou pomdckou mnohych
pedagogov.

2) LightShot. Tento program je prikladom takych aplikacii, ktoré dokazu jedno-
duchym sposobom sprijemnit’ zivot ucitelov aj ziakov, a uSetria uzito¢né se-
kundy pocas online vyucovania. Zmeni funkciu tlacidla pocitaca PrintScreen
tak, ze neuklada zaber celého monitoru, ale iba z Casti vyznacenej mySou. Tento
strih je potom mozné vkladat’ do réznych programov (napr. dokumentov, digi-
talnej tabule, chatov, emailu) pomocou notoricky znamych klavesovych kombi-
nacii Ctrl+C a Ctrl+V.

A lokéshullamokkal $sszefiiggd problémakat
sokkal egyszeriibb és kézzelfoghatobb formaban
tanulmanyvozhatjuk, ha szemiigyre vesszik annak a
hajénak az orrhullamait, amely gyvorsabban halad
elére, mint az altala keltett feliilet: vizhullamok.
Ilyen hajo lathaté a 9-2 abran.

Haladjon a hajé v, sebességgel, és amig A-tél C-1g
jut el. az altala A-ban keltett vizhullamok v,
sebességgel A-16] A'-ig haladtak. Hasonléképpen a
B-bél indulé hullamok ugyanabban a pillanatban
B'-be értek, és igv tovabb: A és C kbzitt
valamennyi ponthoz megrajzolhatjuk a beldluk
kiinduld hullamok pillanatnyi helyzetét. Az
orrhullam és a hajo haladasi wranya altal bezart

szdg, o értéke a hullamok és a ha)o sebességének a

/ viszonyatol fiigg:
AL it \
0.2 ABRA. A hajé orrhullimai gyorsabban oy = A I - Z - Ny
haladnak, mint amekkora a feliileti vizhullamok [AQ{ v, ﬂ Wy

terjedési sebessége

Obr. 7: Ziaci kladne hodnotili, ked' ilustrdcie ucebnych textov boli vytvorené pocas ucitelovho vy-
kladu nazivo, priamo pred ich oc¢ami. Napr. ilustracia na obrdazku vznikla tak, Ze pévodny obrazok
z vybranej ucebnice sa nahral na digitalnu tabulu, ucitel’ doplnil niekolko poznamok do pévodného
obrazku pomocou digitalneho pera, a nasledne viozil prislusny vyrez z digitalnej tabule na miesto po-
vodného obrazku v ucebnici. Pomocou pouzitia funkcie LightShot proces prenosu obrdzkov z jednej
platformy na druhui je naozaj otazkou niekolkych sekund. Ak sa vyklad sucasne nahraval a zverejnil
na Youtube, tak Ziaci mali pristup aj k videozaznamu.

3) Rovnice CodeCogs. Pri praci s online dokumentami mdze robit’ problém pou-
zivanie rovnic. Editor Google Dokumentov nie je celkom kompatibilny s r6z-
nymi offline textovymi editormi. Taktiez nie kazdy ziak pouziva ten isty editor
(dokonca uz ani Microsoft Office nie Standardnym balikom pouzivanym
ziakmi). Na strdnke CodeCogs je online editor LaTeX-ovskych rovnic. Vytvo-
rené rovnice sa daju ulozit ako obrazky. Nie je mozné ich neskorsie
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modifikovat, ale su kvalitne prevedené a zobrazujui sa rovnako, nezavisle od
zvolenej platformy.

Ef)ﬁl‘lm Colors... * | | Functions...
veer| [Upri EOUE EBEE
B
EH VAR e B e L.

Latin Modern ~ | | (20pt) Huge ~| | 110 % | | Transparent % | (] Injine (J Compressed

1
S = —at2

2

Obr. 8: Online editor LaTeX-ovskych rovnic na strankach CodeCogs. Uzivatel napise alebo mySou
,haklika” zdrojovy kod rovnice do patricného okna, a hned’ ma k dispozicii vysledok, ktory méze ulo-
Zit'v réznych formatoch. Vyhodou tohto nastroja je, ze editor preloZi zdrojovy kéd sucasne s jeho pi-
sanim, Cize rovnicu vidime hned. Nevyhodou je, Ze rovnice sa ukladaju v beznych obrazkovych forma-
toch (gif, png, pdf, eps atd’), ¢ize nie je mozné ich dodatocné editovanie.

3.5 OBS Studio, YouTube

Ziaci vel'mi pozitivne hodnotili aj to,
ked’ vykladové Casti hodiny boli nahra-
vané, a ako neverejné vided ulozené na
ucitelovom Youtube-ovom profile.
V systétme Google Classroom bolo
mozné prilozit' tieto vided k ucivu.
Ziaci tolerovali pripadnu niZ§iu tech-
nicka kvalitu nahravok, dokonca aj
mensie prerieknutia, a vel'mi kladne
hodnotili, Ze tieto nahravky su urcené
Obr. 9: na obrdzku je screenshot z krdtkeho do- prednostne im. Uviedli, Ze pocas riese-
mdceho videa s ucitelovym vykladom, v ktorom  pja samostatnych tiloh bolo vel'mi uZi-
V};Weﬂ”f ¢ pracovny’ postup vysSie spomenuiého 4 x4 56 mali moznost pozriet sa edte
aboratorneho cvicenia S papierovou pakou.. .
raz na dant problematiku. K nahrava-
niu videi sme pouZzivali program OBS Studio. K arzenalu Googlovskych aplikacii
patri aj Youtube, a zverejnenie tychto videi bolo naozaj nendrocné.
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3.6 Discord

Jednym z najddlezitejSich cielov pocas online vyucovania bolo udrzat’ motivaciu
ziakov k samostatnej praci. K tomuto ciel'u bolo najl'ahsie sa priblizit pomocou plat-
formy Discord. Jedna sa o aplikaciu, ktoru je mozné nainstalovat’ na pocita¢ alebo
mobil, a ktora je popularna najmé medzi hra¢mi videohier. Poc¢as lockdownov zacali
ucitelia vyuzivat’ tato platformu celosvetovo na vyucovanie. My sme pouZili tento
prostriedok najma na tych hodinéach, ktoré boli orientované na precvicovanie uciva
cez rieSenie prikladov a problémov. Simuluje pre Ziaka aj uéitel'a pobyt v triede.

7 felndatok-eredményei Obr. 10: V programe Discord je mozné vytvorit
3 tzv. servery (predstavuju ich farebné kruhové
ikonky na lavom okraji obrazku). Do tychto ser-
verov je mozné pozvat inych uzivatelov. Napr.
ucitel’ vytvori server s nazvom ,, Fyzika pre 2.G”,
a pozve sem svojich Ziakov z tejto triedy. Na kaz-
dom serveri je mozné vytvorit viac textovych
chatroomov (nazvy zacinajuce so symbolom #)
aviac ,izieb” pre videokonferencie (ndzvy zaci-
najuce sa s ikonou reproduktora). Pre pedago-
gické ucely sme vytvorili textové chatroomy napr.
s ndzvami: #general, #rieSenia-prikladov, #indi-
cie-k-prikladom, #spdtna-vizba, #off-topic, #kon-
trola-fotiek-zo-zositov atd’. Izby videokonferencii
boli pomenované (a pred kazdou hodinou aj pre-
menované) podla cisiel aktudlne rieSenych pri-
kladov. Priklady tychto izieb su vlavej casti ob-
razka. Ked’ sa Ziaci zdrZiavali v niektorej z video-
izieb, tak pod nazvom izby sa objavili ich uZiva-
tel'ské mena..

Prechod medzi izbami je jednoduchy: staci kliknut na nazov, a uZivatel uz je vo vnutri. Kazdy, kto sa
nachadza v tej istej videokonferencnej izbe, moze komunikovat' s ostatnymi v tej istej izbe. Na hlavnej
ploche (velka prava oblast obrazka, ktoru sme tu zmensili) kazdy uzZivatel méze vidiet nieco iné.
Napr. ucitelovu zdielanu obrazovku, chatroom s indiciami k prikladom, chatroom s vysledkami atd.
Na prilozenom obrazku je prave priklad tejto poslednej moznosti.

Typicka discordovska hodina u nas vyzerala nasledovne:

1) Ziaci mali k dispozicii vo svojich Google Classromoch u¢ebné materialy z pre-
doslych hodin (texty, screenshoty z online tabule, odkazy na videa atd’.). K véc-
Sine tém patril aj subor prikladov na precvicovanie.

2) Ziaci otvorili zadania prikladov. V Discorde sa prihlasili do tej videokonferenc-
nej miestnosti, ktora bola pomenovana tak, ako priklad, ktory prave riesili. Na
zaCiatku procesu bola skoro cela trieda v tej istej miestnosti, ale postupom ¢asu



60

sa ziaci rozptylili. Prechod z jednej videokonferen¢nej miestnosti do inej je pre
ziaka aj ucitela otazka jediného kliknutia.

3) Ucitel pocas hodiny preklikaval medzi tymito izbami, a komunikoval so Ziakmi.
Ak potrebovali pomoc ucitel’a, ten, pomocou zdiel’anej online tabule, daval in-
dicie tym, ktori to potrebovali. Screenshoty z tychto vykladov je vel'mi jedno-
duché nahrat’ do prislusného chatu (napr. #indicie-k-prikladom) pomocou funk-
cie LightShot a kombinacie tla¢idiel Ctrl+V. Proces nahravania, ani so zadanim
vhodného textového popisu k obrazku (napr. nazov témy a ¢islo ulohy), netrva
viac, ako pét-Sest’ sekund.

4) Ak niekto vyriesil jeden priklad, vysledok zapisal do chatu #rieSenia-prikladov.
Ak rieSenie bolo spravne, ucitel’ to oznacil s dohodnutym emotikonom (my sme
pouzivali ,like” _ =), a ziak mohol preklikntt’ do nasledujticej miestnosti, tj.
prejst’ na nasledujuci priklad. Ak rieSenie nebolo spravne, ucitel’ vysledok ozna-
¢il Cervenym kriiikomx . Ked’ niekto neskorsie dospel k tomu istému sprav-
nemu vysledku, dal to najavo tak, ze pod spravny vysledok umiestnil nejaky
vesely emotikon.

5) To, Ze kto ako postupuje s rieSenim prikladov, ziaci evidovali aj v zdiel'anych
tabulkach. O tychto tabul’kach sme pisali vyssie (obr. 4).

Discord sa dal vyuzit aj vtedy, ked’ trieda bola rozdelena do skupin, a pracovali sku-
pinovo. Vtedy vSetci otvorili ten isty zdiel'any bianko dokument (typicky prazdnu
tabulku s hlavickou). V Discorde sa rozdelili do niekol’kych skupin, a jednotlivé
skupiny, nezavisle od ostatnych skupin, mohli pracovat’ na tej Casti témy, ktora bola
pre nich uréena. To znamena, kazda skupina robila poznamky do toho istého zdiel’a-
ného dokumentu, ale do inej ¢asti dokumentu.

4. Ako d’alej?

Na zaver musime este raz zdoraznit', Ze ziadnu z hore uvedenych napadov nemézeme
povaZovat’ za stopercentne vykrystalizovanii metodu. Vsetky predstavené ,,meto-
dické klicky” vznikli z (Casto zlfalej) snahy autora ¢o najviac aktivizovat’ ziakov
pocas obdobia nekonecnych lockdownov. Je dost’ pravdepodobné, ze podobné situ-
acie (alebo hybridné vyucovanie) sa mdézu zopakovat, preto spomenuté pristupy
mozu byt’ pouzitel'né aj bez vicsich modifikacii.®

Digitalne prostriedky vSak mozu ostat’ s nami aj v budiicnosti, ked’ Zivot po pan-
démii prejde do nového normalu. Crta sa cesta, ked’ sa v budticnosti symbioza di-
gital(izova)nej ucebnice, online portalu a zoSita posilnia. Ako sme videli, z vyssie

5Clanok bol dokonéeny zagiatkom Septembra 2021. Podl’a aktudlnych opatreni a prognéz sa nasa $kola
pripravuje na také situacie, ked’ v danej triede bude sediet’ niekol’ko ziakov (zaoCkovani a ti, ktori presli
chorobou Covid-19), a ostatni v tom istom Case sa zG¢astnia tych istych vyucovacich hodin online.
Tabula a krieda budu digitalne, a s nepritomnymi budeme komunikovat’ cez videokonferenciu.
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uvedenych prikladov, moézu sa vytvarat’ zaujimavé ucebné materialy napr. s tymito
vlastnost’ami:

1)

2)

3)

4)

5)

St individualne. Samotné ucebné texty obsahuji dolezité vypocty, odvodenia
ziakov formou fotiek zo zoSitov ziakov. Velka ¢ast’ ilustracii (napr. o domacich
experimentoch) pochadza od samotnych zZiakov. Niektoré obrazky st upravené
ucitel'om — podl'a potrieb aktualnej triedy.

»Komunikuja” so Ziakom. Su teda interaktivne v tom zmysle slova, Ze pomocou
projektov nabadaju ziakov k samostatnému rieSeniu problémov a odvodzovaniu
vzt'ahov na zaklade kratkych instrukcii. Tieto rieSenia po vhodnom upraveni textu
tvoria integrovanu sucast’ u¢ebného materialu. Protokoly laboratornych cviceni
tiez ,,zapadaju” do toku hlavnych tém. Digitalna u¢ebnica sa vytvara postupne,
pred zrakom ziaka, z hodiny na hodinu, aktivnou participaciou ziaka.
PrehPadné. Kedze vSetky témy st nahravané na ten isty portal, samotny portal
dba o to, aby materialy boli prehl'adne ulozené.

Digitalne, ale aj v tlacenej podobe. AK k prehl'adnosti (garantovanej portalom)
ucitel’ este pridd jednotny Styl dokumentov (jednotné a logické formatovanie
textov, jednotne upravené hlavicky a pity, zrozumitel'né Cislovanie stran), tak
mozu byt 'ahko usporiadané aj po vytladeni. Ziaci tak, napr. na konci tematic-
kého celku, mozu obdrzat’ peknu a individualnu brozuru. Po premyslenom pla-
novani moze platit’ pravidlo: jedna vytlacena brozira = jeden tematicky celok =
material pre jedno maturitné zadanie.

Obohatené multimedidlnym obsahom. Digitidlna podoba ucebnych materia-
lov l'ahko integruje odkazy na rézne videa a animacie. Odkazy na tieto materialy
mozu byt vkladané do dokumentov aj formou QR kodov, aby aj po vytlaceni
boli 'ahko pristupné.®

Clanok sme zacali frazou. Patri sa, aby sme kvoli symetrii aj na konci uviedli jednu:
vSetko sa da predpovedat — okrem buducnosti. Nevieme, ¢o nas Caka na Skolach
v buducnosti. Nebolo by v§ak rozumné, zodpovedné, logické... (nech si kazdy vy-
berie termin, ktory je mu sympaticky), keby sme sa nesnazili o integrovanie skuse-
nosti z online obdobia do naSej kazdodennej prace.

Adresa autora:  Gabor Toth, Cirkevna spojena $kola MARIANUM, Ulica biskupa Kiralya 30,

945 01 Komarno;
e-mail: togacska@gmail.com

6 Népad autor este nestihol vyskusat’ v praxi. In§piraciou bol jeho kolega. Odkazy na digitalne obsahy
totiz mézu byt vel'mi dlhé, a vo vytlacenej podobe textu sit malokedy pouzitel'né. Je rozumné predpo-
kladat, ze ak sa niekto uéi z textu v papierovej podobe, kvoli jednému odkazu nezapne pocitac. Ak
vsak vygenerujeme QR kod zvlast ku kazdému digitalnemu obsahu (napr. k zaujimavym videam, ani-
maciam, videotutoridlom atd’.), a tieto kody umiestnime priamo v dokumentoch, ziak k otvoreniu
multimedialneho obsahu potrebuje uz iba smartfon, vhodnu aplikaciu a niekol’ko sektind.
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62. Medzinarodna matematicka olympiada

14.-24.7. 2021

Saint-Petersburg, Ruska federacia

MO2021

Tento rocnik Medzinarodnej matematickej olympiady (IMO) sa mal rovnako ako
minuly ro¢nik konat’ v Petrohrade, avSak kvoli pandémii sa znova konal distancne.
Celkovo sa ho zucastnilo 619 stitaziacich zo 107 krajin.

Vysledkom tradi¢ného vyberového sustredenia (konajiiceho sa taktieZ online) bol
nasledovny Sest'’¢lenny tim:
e Viktor Csaplar, G. H. Selyeho, Komarno, striebro, 4. ro¢nik
e Matej Urban, G. Grésslingova, Bratislava, striebro, 4. ro¢nik
e Martin Kopc¢any, G. J. Chalupku, Brezno, bronz, 2. ro¢nik
e Csaba Daniel Farkas, Sukr. gymn. Ceska, Bratislava, bronz, 3. ro¢nik
e Samuel Koribani¢, G. arm. gen. L. Svobodu, Humenné, CU, 3. ro¢nik
e Matej Vasky, G. Alejova, Kosice, 2. ro¢nik

Veducim druzstva SR bol Patrik Bak a jeho zastupcom Martin Melicher. Rie-
Sitelia riesili ulohy na pdde Iuventy, kde boli tiez ubytovani nebratislavski ucastnici.
Na regularitu procesu rieSenia dohliadal Marian Poturnay.
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Studenti riesili po¢as dvoch dni (19. a 20. jula) dve trojice tloh; za kazdd
ulohu bolo mozné ziskat’ najviac 7 bodov. Vysledky ¢lenov druzstva SR na IMO su
uvedené v tabulke:

meno 112[3[4|5]|6 |sacet| Cena
Viktor Csaplar 7(0(1|7(7|0 | 22 | striebro
Matej Urban 6/1(0|7|7|0 | 21 | striebro
Martin Kopc¢any 7(1/0|0(7|0 | 15 | bronz
Csaba Daniel Farkas |6 |1 |0 | 7[00 14 | bronz
Samuel Koribani¢ |7 [0{0[0|0|0 | 7 |[CU
Matej Vasky 410(0/10|0|0 4

Hranice na ziskanie bronzovej, striebornej a zlatej medaily boli tento rok postupne
12, 19 a 24 bodov.

V neoficidlnom poradi krajin, ktoré vznikne s¢itanim bodov celého druzstva,
sme sa umiestnili na 39. mieste, ¢o je oproti minulému roku pokles o 1 priecku. Nasi
tradi¢ni rivali Cesi sa umiestnili na skvelom 16. mieste. Prvi $estku tvorili postupne
Cina, Rusko, Juzna Kérea, USA, Kanada, Ukrajina. Kompletné vysledky a $tatistiky
mozno najst na oficidlnej stranke IMO: http://imo-official.org/year coun-
try r.aspx?year=2021.

Nasledujuce ro¢niky by sa mali konat' v Norsku (Oslo, 2022), Japonsku (Chiba,
2023), a na Ukrajine (Kyjev, 2024).

Patrik Bak’

"Email: patrik.bak.x@gmail.com.



http://imo-official.org/year_country_r.aspx?year=2021
http://imo-official.org/year_country_r.aspx?year=2021
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Ulohy 62. roénika IMO

Uloha 1. Je dané celé &islo n > 100. Tvan napisal kazdé z ¢isel n.n+1,....2n
na jednu karticku. Potom tychto n + 1 kariet zamieSal a rozdelil na dve kopky.
Dokdzte, Ze aspoii jedna z tychto kdpok obsahuje dve karticky, ktorych sucet ¢isel je
druhd mocnina celého &isla.

Uloha 2. Doké7te, 7e nerovnost’

plati pre vSetky redlne ¢isla x4, ..., x,,.

Uloha 3. Nech D je vnitorny bod ostrouhlého trojuholnika ABC' spliiajiceho
|AB| > |AC| taky, 7e |/ DAB| = |ZCAD|. Bod E lezi na dsecke AC' a spiiia
|ZADE| = |ZBCD)|. Bod F lezi natisecke AB aspiiia |ZFDA| = |ZDBC/|. Bod
X lezi na priamke AC' a spliia |C'X| = |BX]|. Nech Oy a Oy st postupne stredy
kruznic opisanych trojuholnikom ADC a EX D. Dokdzte, ze priamky BC, EF,
0103 sa pretinaji v jednom bode.

Uloha 4. Nech I je kruznica so stredom [ a nech ABC'D je konvexny Stvoru-
holnik taky, ze kazdd z useciek AB, BC, C'D a DA sadotyka I'. Nech 2 je kruznica
opisand trojuholniku A7C'. Cast polpriamky B A za bodom A pretina (@ v X a Cast
polpriamky BC' za bodom C' pretina Q v Z. Casti polpriamok AD a C'D za bodom
D pretinaji € postupne v bodoch Y a T'. Dokézte, 7e

|AD|+ |DT|+|TX|+ |XA| = |CD|+ |DY|+|YZ|+|Z2C|.

Uloha 5. Dve veveri¢ky, Chip a Dale, nazbierali 2021 orieSkov na zimu. Dale
oisloval orieSky ¢islami od 1 do 2021 a vykopal 2021 dierok do kruhu v zemi okolo
ich obltibeného stromu. DalSie rdno si Dale viimol, Ze Chip umiestnil do kazdej dierky
jeden orech nedbajtic na ¢islovanie. NeStastny Dale sa rozhodol orieSky preusporiadat
postupnostou 2021 krokov. V k-tom kroku Dale vymeni pozicie orechov susednych
s orechom k. Dokdzte, Ze existuje taka hodnota k&, Ze v k-tom kroku Dale vymeni
orechy a a btaké, ze a < k < b.

Uloha 6. Nechm > 2 je dané celé ¢islo, A je dand kone¢nd mnoZina (nie nutne
kladnych) celych ¢isel a By, Ba, Bs, .. ., B,,, si podmnoZiny A. Predpokladajme, Ze
pre kazdé k = 1.2,...,m je stucet prvkov mnoZiny By rovny my. Dokdzte, ze A
obsahuje aspon m /2 prvkov.
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JUBILEUM

Prof. Radko Mesiar® sedemdesiatnikom

Nadpis som prave napisal a uz nan neveriacky pozeram. Ked vidim mladickeho du-
cha a mnozstvo energie, ktorou Radko oplyva, nechcem sam verit, ze uz ma sedem
krizikov na chrbte. Na druhej strane, ked’ zvaZzime to mnozstvo jeho vedeckych vy-
sledkov, mnohym z nas by nestacilo ani 10 Zivotov na ich dosiahnutie — veru, aj tych
povestnych 7 macacich zivotov by bolo malo! Ale pod'me zaradom.

Tvoriva atmosféra pocas stretnutia prof. Mesiara (vlavo) s prof. Papom z univerzity v Novom Sade

8 Kontaktna adresa jubilanta: Katedra matematiky a deskriptivnej geometrie, Stavebna fakulta STU,
Radlinského 11, 810 05 Bratislava, e-mail: radko.mesiar@stuba.sk
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Criepky z biografie
Prof. Radko Mesiar sa narodil 26. augusta 1951. V roku 1969 maturoval na Gymna-
ziu (vtedy este SVS — stredna vieobecno-vzdelavacia $kola) Jura Hronca v Brati-
slave. Studoval na Prirodovedecke;j fakulte Univerzity Komenského. Stadium v roku
1974 uspesne ukoncil a nastupil na internti aspirantiru (predchodca dnesného dok-
torandského studia) taktiez na Prirodovedeckej fakulte UK pod vedenim prof. Rie-
¢ana. Svoju dizerta¢nll pracu s nazvom Subaditivne martingaly obhajil v roku 1979.
V roku 1983 sa habilitoval. Profesorom je od roku 1998. V roku 1996 obhajil ,,vel’ky
doktorat” v Prahe v Ceskej akadémii vied na UTIA (Ustav teorie informace a auto-
matizace).

Od roku 1978 posobi na Katedre matematiky a deskriptivnej geometrie Stavebnej
fakulty Slovenskej technickej univerzity. V rokoch 1994 az 2000 a od roku 2004 do
zacCiatku roka 2021 bol vedicim tejto katedry. Svojou pracou pre katedru nadviazal
na nezabudnutel'nt veducu katedry — prof. Blanku Kolibiarovu, ktora prevzala ve-
denie katedry v tazkych €asoch normalizécie a viedla ju az do roku 1990 ked’ odisla
do dochodku. Systematicka praca (nielen personalna) dvojice Kolibiarova - Mesiar
priviedla katedru medzi popredné, svetovo uznavané, matematické pracoviska.

Vedecky prinos a vedecka $kola
Sme matematici, tak niekol'’ko suchych ¢isel nezaskodi. Prof. Mesiar viedol Gspesne
20 doktorandov, z toho 2 v zahrani¢i. Vo WOS ma evidovanych 582 prac, 9066
citacii a Hirschov index 47. V Scopuse ma evidovanych 605 prac, 10 349 citacii
a Hirschov index 51. V Google Scholar si pocet publikacii netrifam spocitat’, pocet
citacii ma viac ako 26 600, Hirschov index 66. Tymto sa zarad’'uje medzi absolutnu
svetovu $picku v matematike. Nie som zastancom kvantitativnych ukazovatel'ov pre
hodnotenie vedeckych vysledkov, ale tieto ¢isla su skuto¢ne impozantné. Za
zmienku stoji aj fakt, Ze pocty publikacii a citacii v jednotlivych databazach rastli aj
pocas pisania tohto ¢lanku. Takze az sa dostane k Citatel'om, tie pocty uz asi nebudu
aktualne. No Co je podstatné, za tymi po¢tami publikacii sa skryva neuveriteI'ne §i-
roky zaber tematiky, ale aj hibka dosiahnutych vysledkov. K najvyznamnej$im pub-
likaciam jubilanta patria monografie [1], [2], [3], [4].

K vedeckej skole Radka Mesiara mézeme s kl'udnym svedomim ratat’ aj velky
pocet spoluautorov jeho vedeckych prac — ved” v mnohych pripadoch prave nas
Radko Mesiar bol tvorivym motorom tychto prac. Spoluautorov je, podl'a SCOPUS-
u, okolo 160! Cislo je spogitatelné, ale netrafam si to presne spoéitat’. S vynimkou
Antarktidy su tito spoluautori zo vietkych kontinentov. Co je vSak ddleZitejsie pre
rozvoj matematiky na Slovensku, slovenskych spoluautorov najdeme prakticky vo
vSetkych poprednych matematickych pracoviskach na Slovensku.
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Medzinarodné a domace ocenenia
O medzinarodnom uznani vysledkov prace naSho jubilanta sved¢i aj jeho Clenstvo
v redakénych radach viacerych poprednych ¢asopisov — Fuzzy Sets and Systems,
Information Sciences, Iranian Journal of Fuzzy Systems, Kybernetika, Axioms, ale
aj v inych Casopisoch.

V roku 2005 bol Radko Mesiar oceneny Medailou B. Bolzana, ktorti udel'uje Ve-
decka rada Akadémie vied CR. V roku 2015 bol na§ jubilant oceneny Cenou
EUSFLAT (Eurdpska spolo¢nost’ pre fuzzy logiku a technologiu) za excelentny pri-
nos k rozvoju vedy — ,,EUSFLAT Scientific Excellennce Award“. Z domacich oce-
neni spomefime aspoit Cenu MSMT SR, ktora dostal v roku 2003 za vedecké vy-
sledky. V roku 2009 dostal cenu Vedec STU roku 2009 v kategorii ,,Vyznamny ve-
decky prinos“ za vytvorenie zakladov agrega¢nych funkcii (publikovanie monogra-
fie Aggregation functions), cenu Vedec STU roka 2017 za vyznamny prinos k zvi-
ditel'neniu STU v ramci svetove]j vedy, najmé v oblasti matematiky a teoretickych
zakladov informacénych technologii. Od roku 2017 je Radko Mesiar ¢lenom Ucene;j
spolocnosti Slovenska. Tento vypocet oceneni urcite nie je uplny. To nakoniec ani
nie je cielom autora prispevku. Skor tu ide o dokreslenie medzinarodného vyznamu
vedeckej prace jubilanta.

Mily Radko, zdviham virtudlna casu, aby som si pripil na Tvoje zdravie, Stastie a
vela dalsich uspechov na poli vedeckom aj rodinnom!
Martin Kalina®

Literatira—References

[1] E.P. Klement, R. Mesiar, E. Pap: Triangular norms, Kluwer, Dordrecht, 2000 (viac ako 4800
citacif)
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9 Stavebna fakulta STU v Bratislave, Radlinského 11, 810 05 Bratislava,
e-mail: martin.kalina@stuba. sk
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Dali matematik v Ziline je jubilantom -
doc. RNDr. Vojtech Balint, CSc.*

Ked mal 70 rokov, ani sme si to v Ziline
nevSimli. Ved’ na to nevyzeral. Upozornil
nas na to az ¢lanok [1] manzelov Becva-
fovcov z Karlovej univerzity v Prahe uve-
rejneny v Pokrokoch matematiky, fyziky a
astronomie. Teraz md o5 rokov viac
a druha veta tohto ¢lanku plati — stale na
to nevyzerd. Verime, ze naSu nev§imavost’
Z pred piatich rokov tymto ¢lankom od¢i-
nime.

Vojtech Balint sa narodil 10. jina 1946
_ Vv Rimavskej SeCi. Ako Strnastrocny zis-
kal prvl cenu na krajskej sut'azi v hre na
husliach. Po maturite na Strednej vS§eobec-
novzdelavacej Skole v Rimavskej Sobote
A bol roku 1964 prijaty na Prirodovedeckl

doc. RNDr. Vojtech Blint, CSc. fakultu UPJS v Kogiciach, kde sa $peciali-

Joto: Jan Francii, Jasnd pod Chopkom, 2016 zoval na $tadium matematickej analyzy.

Avsak jeho obl'ibeny ucitel’ Igor Kluva-

nek, ktory bol vtedy veducou osobnost'ou v matematickej analyze (nielen) v Kosi-

ciach, odiSiel do Australie. Tak sa stalo, Ze diplomovl pracu pisal pod vedenim

Ernesta Jucovica z geometrie. Dostal za fiu cenu SAV. Geometria bola potom jeho
,vedeckym chlebickom® cely jeho pracovny zivot az do dne$nych dni.

Po ukonéeni univerzitného $tudia v KoSiciach nastipil na jesenn roku 1969 na
Katedru matematiky Strojni fakulty CVUT v Prahe. Odtial’ po dvoch rokoch pre-
siel do Ziliny na Vysoku kolu dopravna (dnesna Zilinska univerzita v Ziline -
UNIZA), a to na Katedru matematiky a deskriptivnej geometrie Fakulty prevadzky
a ekonomiky dopravy (PED), kde pracoval do konca roku 2016 (prva autorka
¢lanku bola jeho kolegyniou na katedre v rokoch 1971-1994). Matematiku zacal
prednasat’ roku 1974 na dennom a neskor aj na dial’kovom §tudiu. Postupne pred-
nasal na vsetkych odboroch fakulty PED (dnesna PEDAS — Fakulta prevadzky

10 K ontaktna adresa jubilanta: doc. RNDr. Vojtech Bélint, CSc., Nam. L. Fullu 21, 010 08 Zilina,
e-mail: vojtech.balint@gmail.com
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a ekonomiky dopravy a spojov), isty Cas aj na Vojenskej fakulte a tiez vybrané ka-
pitoly z matematiky pre doktorandov inZinierskych vied na viacerych fakultach Zi-
linskej univerzity v Ziline. Neskor podl'a poziadaviek réznych pracovisk mu pri-
padlo prednasat’ aj predmety: pravdepodobnost’ a matematicka Statistika, teoria
grafov, teoria ¢isel, vybrané problémy geometrie, algebra a diskrétna geometria.

V roku 1976 bol prijaty do externej a§pirantiry v odbore geometria a topoldgia.
Pod vedenim $kolitela prof. RNDr. Aloisa Sveca, DrSc. sa v ramci a$pirantary
Specializoval na diferencidlnu geometriu. Po vykonani skuSok a obhajobe rigor6z-
nej prace z diferencialnej geometrie mu titul RNDr. udelila Pfirodovédecka fakulta
Univerzity Palackého v Olomouci roku 1977. Titul CSc. ziskal roku 1981 na Ma-
tematicko-fyzikalni fakult¢ Univerzity Karlovy v Prahe. Docentom matematiky
bol menovany 1. 10. 1988 na VSDS v Ziline (v tom &ase sa nedalo habilitovat’,
pravidla boli iné ako dnes). Podl'a nového zakona o vysokych skolach sa v roku
2003 habilitoval na UPJS v Kosiciach. V rokoch 1998-2016 bol veducim Katedry
matematiky Fakulty PEDAS (neskor sa premenovala na Katedru kvantitativnych
metdd a hospodarskej informatiky) a od roku 2003 tam pracoval vo funkcii mimo-
riadneho profesora.

Z vedeckého hladiska zlomovym momentom bol jeho mesacny Studijny pobyt
na BME v Budapesti v novembri 1988. Pocas neho chodil do kniznice Matematic-
kého ustavu Mad’arskej akadémie vied a tam sa zoznamil s Jdnosom Pachom, ktory
sa stal neskor jednou z vedicich osobnosti v oblasti diskrétnej geometrie a teorie
grafov. Na toto zoznamenie Vojto Balint spomina takto:

A prave pri rozhovoroch s nim (J. Pachom) a pri Citani kolekcie prob-
lémov Research Problems in Discrete Geometry od W. Mosera a J. Pa-
cha [2] som zistil, Ze moja parketa bude asi intuitivna geometria; jed-
nak preto, ze obsahuje obrovské mnozstvo velmi zaujimavych proble-
MoV a tiez preto, Ze uz v roku 1970 som dokdzal taky vysledok, o ktorom
som si myslel, Ze by asi nikoho nezaujimal, ale aj po takmer 20 rokoch
sa v kvalitnych casopisoch objavovali prace so slabsim vysledkom ako
ten moj. Takze Janos Pach ma presvedcil, Ze ten moj vysledok treba
publikovat. Odvtedy som sa snaZil pracovat vtejto problematike
a v roku 2007 som napisal vedeckii monografiu [3] o tejto problema-
tike.

A 0 svojich d’alsich publika¢nych aktivitach hovori:

Ked?e som ucil na univerzite technického zamerania, obcas som vo vy-
skume ,,navstivil aj inzinierske oblasti (akustika, doprava, letectvo,
stavbarske problemy). Nemalo som vsak napisal aj o vyucovani, najmd
matematiky na technikdch. V poslednych rokoch bolo takychto clankov
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dost vela, pretoze som sa pokusal aktivne liecit' neduhy ndasho Skolstva
(a) ked’ treba dodat, zZe mdlo uspesne). Tieto moje clanky mali nemaly
ohlas, 0 com svedci napr. aj pozvanie predndsat na konferenciu
v Prahe na Karlovej univerzite v roku 2010 (a potom este velakrdt)
a povzbudzujuce vyjadrenia mnohych ucitelov zakladnych a strednych
skol.

Publikac¢na ¢innost’ Vojtecha Balinta je rozsiahla. Je autorom alebo spoluauto-
rom viac ako 15-tich vysokoskolskych skript a u¢ebnic, viac nez 50-tich vedeckych
prac z oblasti diskrétnej geometrie publikovanych v domacich a zahrani¢nych ca-
sopisoch alebo na konferenciach, viac nez 50-tich ¢lankov na aktualne témy v Skol-
stve a vyucovani matematiky. Jeho nazory su niekedy netradi¢né, ale podnecuju
k zamysleniu sa 0 moZnych napravach. Doélezita suéast’ jeho vedeckej prace tvoria
¢lanky z historie matematiky, pravidelne sa aktivne zlcastiiuje medzinarodnej
konferencie Historie matematiky. Je spoluautorom publikacie The Development of
Mathematics Between the World Wars [4], ktora vysla v tomto roku.

Od roku 1990 organizoval Vojtech Balint na Katedre matematiky Fakulty
PEDAS vedecky seminar s ndzvom ,,Intuitivna geometria“. V ramci tohto semi-
nara sa konalo viac ako 180 stretnuti a diskusii zameranych najmé na problémy
diskrétnej geometrie, pakovacie a pokryvacie problémy, problémy mnozin bodov
s danou vlastnostou a podobne. Na seminari zazneli najnovsie vysledky, ako aj
rivej vedeckej praci G¢astnikov seminara, ktorymi boli nielen kolegovia z katedry,
ale aj z inych katedier UNIZA, najmi pre jeho doktorandky, ktorym bol skolite-
Pom. Vyznamnym ucastnikom tohto seminara bol doc. RNDr. Pavel Novotny, CSc.
(1948-2015), ktorého vedecké vysledky v oblasti geometrie su v matematickej ko-
munite vysoko cenené, podobne ako vysledky docenta Balinta.

Docent Bélint bol ¢lenom spolo¢nej odborovej komisie (SOK) pre doktoran-
dské stadium v odbore 11-16-9 Geometria a topologia na FMFI UK v Bratislave
a zaroven bol aj Skolitel'om doktorandov v tomto vednom odbore. Pod jeho vede-
nim uspes$ne ukoncili doktorandské Studium dve doktorandky (jednou z nich je
druha autorka tohto ¢lanku). Na UNIZA bol pomocnym skolitel'om pre predmet
aplikovana matematika viac ako 250 doktorandom inZinierskych vednych odbo-
rov. Bol tiez ¢lenom SOK na UKF v Nitre vo vednom odbore tedria vyuCovania
matematiky. Viac ako 8 rokov bol ¢lenom pracovnej skupiny Akreditacnej komisie
SR pre matematiku.

Vojtech Balint viac ako 47 rokov aktivne posobi v matematickej olympiade
(MO) a venuje sa matematickym talentom. Predsedom Slovenskej komisie mate-
matickej olympiady (SKMO) ho menoval minister Skolstva v roku 2001. V tom
Case bola matematickd olympidda financne podhodnotena. Prave zasluhou
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Vojtecha Balinta sa podarilo dosiahnut’ podstatné navysenie financii na matema-
ticku olympiadu, a tiez priviest' K praci v matematickej olympiade mladych l'udi.
Po splneni tohto hlavného ciela funkciu zlozil a na jeho navrh ho vo funkecii pred-
sedu SKMO v roku 2009 vystriedal Mgr. Peter Novotny, PhD. V rokoch 1996-
2013 viedol 11-krat 6-¢lenné druzstva Slovenska na medzinarodnej matematickej
olympiade (Bombaj, Washington, Glasgow, Tokio, Atény, Mexiko, Cubl'ana, Ha-
noj, Madrid, Brémy a Santa Marta v Kolumbii).

Veducim riesitel'om projektov VEGA v rokoch 1994 — 2008 bol celkovo v pia-
tich projektoch. Pre MO ziskal dvakrat grantova podporu APVV. Taktiez vypra-
covaval posudky na projekty VEGA, KEGA a APVYV, ale aj na dva americké pro-
jekty, ktoré financuje Narodny bezpecnostny urad USA. Recenzoval velmi vel'a
vedeckych prac pre ¢asopisy, bol oponentom niekol’kych habilitaénych a mnohych
dizerta¢nych prac a bol aj ¢lenom inaugura¢nych komisii.

V roku 2009 bol v ramci projektu Marie Curie na dvojmesa¢nom pracovnom
pobyte v Rényi Institute v Mad’arsku, kde absolvoval aj tri pozvané prednasky.
Ako pozvany prednésajuci prednésal aj na inych pracoviskach v Budapesti, taktiez
na UPJS v Kosiciach, UMB v Banskej Bystrici, na CVUT v Prahe, na VUT v Brne,
v Bydgoszczi v Pol'sku, na KU v Prahe. Nesmieme zabudntt’ ani na konferenciu
slovenskych matematikov v Jasnej pod Chopkom, kde prezentoval svoje vedecké
vysledky ako pozvany prednasajuci niekol’kokrat, a vyjadroval sa aj k vyu€ovaniu
matematiky a k MO. Ako $éfredaktor Gasopisu Studies of the University of Zilina
- ma-thematical series vytvoril medzinarodnu redaként radu. Okrem toho je v sti-
casnosti ¢lenom redakénych rad casopisov OMFI a PMFA.

V ramci JSMF bol Vojtech Balint vyrazne aktivny. Okrem posobenia vo vr-
cholnych organoch MO, bol predsedom Komisie pre vyuCovanie matematiky na
vysokych $kolach technickych, ekonomickych a polnohospodarskych, v ramci
ktorej usporiadal 28. medzinarodnu konferenciu s tymto zameranim v Roznave.
Tiez bol ¢lenom vyboru SMS. Za jeho pracu v ramci MO mu bola v roku 2014
udelena Velka medaila sv. Gorazda a v roku 2012 bol oceneny ministrom $kolstva
pri prilezitosti 150. vyroc¢ia zalozenia Jednoty. Za jeho pedagogicku ¢innost mu
rektorka UNIZA udelila pamétni medailu Jana Amosa Komenského.

Vojto je nielen skvely matematik a pedagog, ale aj vynimocny ¢lovek. Je na-
ro¢ny nielen voci Studentom a kolegom, ale aj voci sebe. Preto sa tesi prirodzenej
ucte a reSpektu, vzdy rad poradi a pomdze. V zivote sa riadi mottom ,,Nerob ni-
komu to, ¢o nechces, aby ini robili tebe“. Je nadSencom vysokohorske;j turistiky,
zdolal vacsinu tatranskych stitov. Na Gerlachovskom stite bol trikrat a zaujemcom
0 turistiku vrelo odporac¢a Vysokui. Miluje hudbu a je nadSeny rybar a tiez vasnivy
hubar.
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K zivotnému jubileu Vojtovi prajeme pevné zdravie, vel'a osobnej pohody, en-
tuziazmu pri plneni si snov a este poteSenie z dosiahnutych matematickych vysled-
kov v d’alsich rokoch.

Mariana Marcokova' a Zuzana Sedliackovd'?
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