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O rieSeni nerovnic s absolutnou hodnotou

Jozef Dobo$§

Abstract [On Solving Absolute Value Inequalities]: In this paper, we would
like to show how it is possible to solve absolute value inequalities in school
Mathematics using method of rationalization.

Key words: solving absolute value inequalities, method of rationalization
Suhrn: V tomto ¢lanku chceme ukazat’, ako mozno riesit’ nerovnice s absolut-
nou hodnotou v $kolskej matematike metddou racionalizacie.

KPacové slova: rieSenie nerovnic s absoliitnou hodnotou, metdda racionalizacie

MESC: H30

Nerovnice obsahujice neznamu v absoltitnej hodnote ziaci rieSia najcastejsie rozdele-
nim defini¢ného oboru nerovnice na intervaly, v ktorych kazdy z vyrazov v absolutne;j
hodnote nemeni znamienko. V kazdom z tychto intervalov takto dostanu nerovnicu,
ktora uz neobsahuje absolutne hodnoty. Kazdu z nich rieSia na prislusnom intervale
samostatne a nakoniec urobia zjednotenie takto najdenych rieSeni. (Pozri napr. [1].)
Citatel'om, ktori si chct rozsirit’ svoje poznatky o rieSeni nerovnic, odporii¢ame sériu
¢lankov, ktoré vysli v roku 2015 v metodickom casopise pre ucitelov. Posledné dva
diely su venované prave nerovniciam s absolitnou hodnotou. Ako tam pise Cepreit
AnexceeBnd lllecrakoB (pozri[2]), vySSie popisany sposob riesenia robi ziakom prob-
lémy — hlavne vtedy, ked’ st absolutne hodnoty vnorené do seba. Takéto tilohy sa vSak
vyskytujt aj v niektorych priruc¢kach, ktoré vydavaji nase univerzity pre uchadzacov
o stadium (pozri napr. [1]).

Ciel'om tohto ¢lanku je ukazat’ Citatel'om iny spdsob rieSenia takychto nerovnic.
Predovsetkym nerovnic s absolutnou hodnotou, ktoré mozno previest do jedného
z nasledujucich tvarov:

[f@) <g(x), [f@)]<glx), |f@)]<lg@), [f@)]<lg(x)l

V podstate pojde o metddu racionalizacie nerovnic, v ktorej sa dana nerovnica preve-
die na racionalnu nerovnicu, pripadne na sustavu racionalnych nerovnic. Silu metody
racionalizdcie nerovnic ilustrujeme v zavere ¢lanku na zlozitejsej tlohe, ktord je inym
sposobom riesena na internete (pozri [3]).



Nerovnice s jednou absolitnou hodnotou

V tejto kapitole budeme pouzivat’ nasledujucu vlastnost’ absolitnej hodnoty:

L el <be —b<a<b,
Pre 'ubovol'né realne cisla a, b plati (1)
la] <bs —b<a<b.

Priklad 1. RieSme nerovnicu
x — |3z — 5| > 0. ()

Riesenie. Nerovnicu () najskor prepiSeme do tvaru |3z — 5| < 2. Potom podla ([l)
je nerovnica (]) ekvivalentna s nasledujucou sustavou nerovnic:

—rx<3r—-5<ux. 3)

Kazdu nerovnicu sustavy (f]) rie§ime samostatne.

—x < 3x — 5, 3r —5 < «x,
5 < A4z, 2x < 5,
§<ae :r<§.
4 ’ 2

Odpoved’: Oborom pravdivosti nerovnice (2) je interval (%; %) GeoGebra dava rie-
Senie v tvare {2 < x < 2}, o je skratena verzia zapisu {z € R | 2 <z < 5}.
Priklad 2. RieSme nerovnicu

x+4+ |3z — 5[ > 0. 4)

RieSenie. Reélne &islo  je rieSenim nerovnice () prave vtedy, ked’ nie je rieSenim
nerovnice
x+4+ 13z -5/ <0. Q)

Podra ([ll) je nerovnica (H) ekvivalentna s nasledujiicou stistavou nerovnic:
r+4<3x—-5<-—x—4. (6)

Kazdt z nerovnic sustavy () riesime samostatne:

x+4 < 3x—5, 3r —5 < —x — 4,
9 < 2z, 4r <1,
9<:c a:<1.
2= — 4



Pretoze % < %, také reélne Cislo = neexistuje. Teda ziadne redlne Cislo x nie je rieSe-
nim nerovnice (F). Preto kazdé realne &islo x je rie§enim nerovnice (4).

Odpoved’: Oborom pravdivosti nerovnice (4) je mnozina vietkych realnych &isel.

Nerovnice s dvomi absolutnymi hodnotami

V tejto kapitole budeme pouzivat’ nasledujucu vlastnost’ absoltitnej hodnoty:

P Jlal < bl < (b—a)(b+a) >0,
Pre 'ubovolné realne ¢isla a, b plati ©)
la| < o] < (b—a)(b+a) > 0.
Priklad 3. RieSme nerovnicu (pozri [[L])
2 — 1
° ' > 2. )
z—1

RieSenie. Vyraz na l'avej strane nerovnice (§) nie je definovany pre = = 1.
Odteraz budeme predpokladat’, Ze z # 1. Potom moZeme prepisat’ nerovnicu (§)
do tvaru
|22 — 2| <[22 — 1. ©)

Podra (7) m6zeme nerovnicu (f)) prepisat’ do tvaru

(22 —1) = (22— 2))((2z — 1) + (2z — 2)) >0,
4 — 3 > 0,

2>
1

Nakoniec, nesmieme zabudnit’ na nas predpoklad x # 1.

Odpoved': Oborom pravdivosti nerovnice (§) je mnozina (2;1) U (1; 00).
GeoGebra dava odpoved' v tvare {2 < x < 1,x > 1}, ¢o je skratend verzia zapisu
{reR|2<z<lvaz>1}.

Priklad 4. RieSme nerovnicu (pozri [[l]])

<1. 10
1‘2—4 — ( )

x2—5x+4‘

Riesenie. Nerovnica ([L0) je ekvivalentna s nerovnicou

|2? — 5a + 4] < |2? — 4. (11)



Vyraz na Pavej strane nerovnice ([L() nie je definovany pre z = —2 a z = 2. Aviak
ani jedno z ¢isel x = —2, x = 2 nie je rieSenim nerovnice ([L1)). Odteraz budeme
predpokladat, e  # —2 a x # 2. Podla () moézeme nerovnicu ([L1]) prepisat’ do
tvaru

((z® —4) — (2* =52 +4)) ((z® — 4) + (2® — 5z +4))

Nerovnicu ([12) si uz méZete vyriesit’ samostatne.

5.
2
GeoGebra dava odpoved’ v tvare {0 <x< g, x > %}, ¢o je skratena verzia zapisu
{reRj0<z<iva>3}

Odpoved’: Oborom pravdivosti nerovnice ([L0) je mnozinall [O; %] U [ oo).

Priklad 5. RieSme nerovnicu (pozri [|L]])
|3x — 5] +2 < |z +2|. (13)

RieSenie. Viimnime si, ze |3z — 5| + 2 > 2 > 0 pre kazdé realne &islo z. Preto pre
Fav stranu nerovnice ([13) plati [3z — 5| + 2 = ||32 — 5| + 2|. Podla () mézeme
nerovnicu ([13) prepisat’ do tvaru

(z+2) = (|32 = 5| +2)) ((z +2) + (|3z — 5| + 2)) >0,
(x — [3x = 5])(z + 4 + |3z — 5]) > 0. (14)

V priklade ¢. 2 sme ukézali, ze © + 4 + |3z — 5| > 0 pre kazdé realne ¢islo x. Preto
nerovnica ([[4) je ekvivalentna s nerovnicou = — |3z — 5| > 0. Ta sme uz vyriesili
v priklade ¢. 1.

Odpoved: Oborom pravdivosti nerovnice ([13) je interval (%; %)
Priklad 6. RieSme nerovnicu (pozri [|1])
||z 42| - 5| > 3. (15)
Riesenie. Podla (7)) mozeme nerovnicu ([L3) prepisat’ do tvaru
(le+2|—5=3)(Jz+2| -5+ 3) >0,
(|2 +2] - 8)(jz +2| —2) >0, /-(\m+2\+8)

"Intervaly oznatujeme podl'a normy STN EN ISO 80000-2.



Pre kazdé realne ¢islo x totiZ plati |z + 2| + 8 > 0.
(@+2?=8)(z+2[-2) >0, /- (lo+2/+2)
Pre kazdé realne ¢islo x totiZ plati |z + 2| + 2 > 0.

(z+2-8)(z+2+8)((x+2)*—2%) >0,
(z—6)(z+10)(z +2—2)(z +2+2) >0,
(z — 6)(z + 10)z(z + 4) > 0.

Odpoved’: Oborom pravdivosti nerovnice ([13) je mnoZina
(—o0; —10) U (—4;0) U (65 00).

Priklad 7. RieSme nerovnicu (pozri [2])
||2* + 3z +2] —1| > 1. (16)
Riesenie. Podl'a (7)) mozeme nerovnicu ([L§) prepisat’ do tvaru
(|2 +3x4+2| —1—-1)(J22 + 3z +2| —1+1) >0,
(|22 + 3z 42| — 2)|z2 + 32 + 2| >0, /~(|x2+3x+2y+2)

Pre kazdé realne &islo z totiz plati |22 + 3z + 2| +2 > 0.

((z® + 3z +2)* — 2%)[2% + 3z + 2| > 0,
(2 +3z+2—2)(z? + 3z + 2+ 2)[2* + 3z + 2| > 0,

/‘ |(z +1)(z + 2)]

2
r(x+3)(z° + 3z +4)|(z +1)(z +2)] >0, 22 + 3z + 4

Pre kazdé reélne ¢islo z totiz plati |(x + 1)(x + 2)| > 0, 22 + 3z +4 > 0.

z(z+3)(z+ 1)} (z +2)? > 0.

Odpoved: Oborom pravdivosti nerovnice ([L6) je mnoZina
(—o0; =3] U {=2; -1} U[0; 00).
GeoGebra dava odpoved’ v tvare {x =-2,x=-1,x<-3,x> 0}.

Priklad 8. RieSme nerovnicu (pozri [[L])

||z — 2| — 3] < 2z. (17)



RieSenie. Vyraz na l'avej strane nerovnice ([L7) nemoze byt zaporny. Odtial’ vyplyva,
7e ak x je rieSenim nerovnice ([17), potom 22 > Hx —-2| - 3‘ >0,¢odavax > 0.

Odteraz budeme predpokladat’, ze > 0. Pretoze potom 2z = |2z, nerovnicu
(17) mozeme zapisat’ v tvare

||z — 2| — 3| < |2z]. (18)
Podra () mézeme nerovnicu ([1§) prepisat’ do tvaru
(20— (j— 2 = 3)) (2 + (|2 2| - 3)) >0,
(2043 — |z —2) (22 — 3+ |z —2|) >0, /-(2x+3+|a;—2y)

Za predpokladu = > 0 totiz plati 22 + 3 + |z — 2| > 0.

((2z +3)* — (z — 2)*)(2z — 3 + |z — 2|) > 0,
2x+3—-2+2)2z+3+2x—-2)2x -3+ |z —2]) >0,
1
(4 5)3z +1)(2z — 3+ |z — 2|) >0, /-<x+5)(3w+1)

Za predpokladu z > O totizplatix +5 > 0,32+ 1 > 0.
2¢ — 3+ |z — 2| > 0. (19)
Nerovnicu ([19) si uz méZete vyriesit’ samostatne.
Odpoved': Oborom pravdivosti nerovnice ([L7) je interval [1; co).
Priklad 9. Riesme nerovnicu? (pozri [3])

23 — |3z + 2|

> 0. 20
— [3z — 2 20)

Riesenie. Polozme P(x) = 23 — |3z + 2|. Potom
234+ 3x+2, akz

< —
P(z) =
2 —3x—2, akx>—

w\w w\w

Vsimnime si, ze funkcia P(z) je rastiica na intervale (—oo; —2], lebo je tam si¢tom
dvoch rasttcich funkcii y = 23 a y = 3z + 2. Z toho vyplyva, Ze pre kazdé redlne

2Uloha je vhodné pre matematické krizky, pripadne pre riesitelov matematickej olympiady.



gislox < —2 plati P(z) < P (—2) = —& < 0. Tym sme ukazali, e na intervale
(—o0; —2] funkcia P(z) nadobuda len zaporné hodnoty.
Na druhej strane, pre kazdé z > —2 méme P(z) = 23—3z—2 = (z+1)*(z—2).
Z toho vyplyva, Ze na intervale [—%; oo) ma rovnica P(x) = 0 jediny koren z = 2.
Pritom pre kazdé = > 2 plati P(z) > 0 a pre kazdé z € [—2;2) plati P(z) < 0.
Tym sme overili, ze pre kazdé reédlne Cislo x plati:
1. P(z) < 0 prave vtedy, ked’ = < 2,
2. P(z) = 0 prave vtedy, ked’ = = 2,
3. P(x) > 0 prave vtedy, ked’ = > 2.
Z toho vyplyva, Ze nerovnica (20) je ekvivalentna s nerovnicou

r—2

— > 0. 21
a3 — |3z — 2 ~ @

Polozme Q(z) = 23 — |32 — 2|. Potom

2> +3x—2, akz < %,

Q(r) =

2> —3x+2, akz> %
Vsimnime si, ze funkcia Q(x) je rastica na intervale (—oo; %], lebo je tam stctom
dvoch rastucich funkcii y = 23 ay = 3z — 2. Aviak, na rozdiel od pripadu s funkciou
P(z),tuméme Q (%) = & > 0. Teda rovnica Q(z) = 0 mdze mat’ koreii v intervale
(—o0; 2]. Pretoze plati Q(0) = —2 < 0, rovnica Q(z) = 0 m4 na intervale (—oo; 3]
prave jeden realny koren, ktory lezi medzi ¢islamiz = 0ax = % Hladame ho v tvare
x = a — b. Potom plati 2> = a® — b® — 3abx. Naozaj,

23 = (a—b)® = a® — 3a®b + 3ab® — b = a® — b® — 3ab(a — b) = a® — b* — 3abu.

Rovnicu 23 4 3z — 2 = 0 prepiseme do tvaru 2> = 2 — 3z a porovname s vyjadrenim
23 = a®— b3 —3abzx. Odtial’ dostavame sustavu rovnic a® —b® = 2, ab = 1. Z rovnice
ab = 1 vyjadrime b = 1/a, ¢o dosadime do rovnice a® — b = 2. Po malej tprave
dostaneme kvadratickll rovnicu pre nezndmu a>. Takto najdeme ¢&islo a. Nakoniec
vypocitame ¢&islo b = 1/a. Preto jedinym realnym korefiom rovnice 2> + 3z —2 = 0

je cislo

zo=a-b=vV2+1-VV2-1

PretoZe funkcia Q(z) je rastica na intervale (—oo; %], pre kazdé cislo x < xg plati
Q(z) < 0 apre kazdé &islo x € (wo; 2] plati Q(z) > 0.

Na druhej strane, pre kazdé z > 2 méme Q(z) = 23 —3z+2 = (z—1)*(z+2).
Z toho vyplyva, Ze na intervale [2;00) m rovnica Q(z) = 0 jediny korefi z = 1.
Pritom pre kazdé &islo = € [2;00), z # 1 plati Q(z) > 0.



Tym sme overili, Ze pre kazdé redlne ¢islo x plati:
1. Q(z) < 0 prave vtedy, ked (z — x¢)(z — 1)? < 0,
2. Q(zx) = 0 prave vtedy, ked’ (z — z0)(z — 1)2 =0,
3. Q(x) > 0 prave vtedy, ked (z — x¢)(z — 1)? > 0.
Z toho vyplyva, ze nerovnica (R1) je ekvivalentna s nerovnicou

T —2
(= z0)(@ — 1)2

> 0. (22)

Nerovnicu (R2) si vyrieste samostatne. Treba k tomu vyuzit' fakt, 7e zo < % < 1.

Odpoved': Oborom pravdivosti nerovnice (20) je mnozina
(—o0; ¥/V2+1-3/vE-1) U (2;00).

GeoGebra nevie nerovnicu (20) riesit. Wolfram Alpha dava odpoved’ v tvare

- (1+v2)** 1
Y/11v2

T > 2.

S nerovnicou (20) sa stretneme pri rie$eni nasledujiicej logaritmickej nerovnice:

23 — |32 4 2
zlog,(,y s(z) > 0, kde r(z) = log|$2_3|_2(x2 —3lz| 4+ 2),s(z) = x3—:3:c—2;
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Informace pro fuzzy mnoziny
a intuicionistické fuzzy mnoziny

Zdenék Pilpan

Abstract [Information for fuzzy sets and intuitionistic fuzzy sets]: Every de-
cision is possible with the terms of psychology reducible to deciding between al-
ternative main consideration, and alternative options. The semantic information
of intuitionistic fuzzy sets allows us to focus on the quantitative aspect of this
type of decision-making that is based on only one main alternative.The article
describes the method of estimation based on the fundamental uncertainties and
makes quantify uncertainty and information that is needed for decision-making
in such a simple model. From the described method is also possible to derive
a generalization of complex decision-making situation.

Key words: decision making, uncertainties, estimation of information

Souhrn: Kazdé rozhodovani je mozné s hlediska psychologie redukovat na roz-
hodovani mezi variantou hlavni, uvaZzovanou, a variantami alternativnimi. Sé-
mantizovand informace pro fuzzy mnoziny nebo intuicionistické fuzzy mnoziny
nam umoziuje prejit od kvalitativni i ke kvantitativni strance rozhodovani, za-
mefené na volbu pouze jediné ze dvou moznych variant. Je popsana metoda, jak
na zéklad¢é odhadu elementarnich nejistot kvantifikovat neurcitost a potfebnou
informaci pro rozhodovani v tomto jednoduchém modelu. Z popsaného je také
mozné odvodit zobecnéni pro komplikovanéjsi rozhodovaci situaci.

Kli¢ova slova: rozhodovani, neurcitosti, odhad informace

MESC: C40, E50, E60, B10, D60, K70

Uvod

Nas zivot je naplnén potfebou rozhodovat. Rozhodujeme se, kdy zitra budeme vsta-
vat, co budeme snidat, co si oblékneme, atd. Kazdé rozhodovani je volbou mezi néko-
lika alternativami, pfedpoklada existenci urcitého (velmi ¢asto kone¢ného) souboru
dobte identifikovatelnych a od sebe dostate¢né odlisitelnych alternativ. Procesy volby
urcité alternativy jsou poznamenany nejistotou a dtivody pro urcita rozhodnuti zavi-
seji na mnoha neptedvidatelnych faktorech. Tusime, Ze zde hraje roli ndhoda, kterou
je mozné odhadnout pravdépodobnosti. Ta miize mit sviij ptivod subjektivni (napii-
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klad ze zkuSenosti) nebo miize byt objektivizovana odhadem z relativnich Cetnosti
urcitych rozhodnuti za priblizné stejnych podminek. Pozorujeme dusledky urcitych
rozhodnuti a vétsi pravdépodobnost bude mit napf. rozhodnuti, jehoz dusledek je pro
nas piiznivéjsi (z davodu financ¢nich, zdravotnich...).

Nabizi se tedy rozhodovani modelovat napiiklad kone¢nym souborem alternativ
Q = {ai,ag,...,a,} a pravdépodobnostmi p; = p(a;), i = 1,2,...,n,
0 < pi < 1,kde > | p; = 1. Mnozina alternativ 2 spolu s pravdépodobnosti
P(A) = > ,.caPipro A C Q miZze byt zdkladem pro formalizaci rozhodovéani
v prostoru alternativ 2. Dostavame tak pravdépodobnostni prostor [€2, 2 P].

Neurcitost H (nazyvame ji také entropie) rozhodnuti pro urcitou alternativu v na-
Sem pravdépodobnostnim prostoru mize byt odhadovana ze znamého Shannonova
vztahu

n
H = —Zpilogzpi,() < H <log,n,

i=1
vyraz 0. log, 0 definujeme limitou lim,, o+ = log, x = 0, kde z > 1 urcuje jednotku
neurcitosti. Je-li z = 2, pak jednotka neurcitosti je 1 bit, je-li z = e zaklad pfiro-
zeného logaritmu, je jednotkou 1 nit, je-li z = 10 je jednotkou 1 dit, v ostatnich
ptipadech je jednotkou 1 lit. (Pfevod nith resp. ditll na bity lze snadno realizovat,
plati totiz logy x = %g?;ﬁ = 11223326; log, x oznacujeme také jako Inz, jednotka 1 lit,
kterou také pouiijeme,eneni na z&dnou z pfedchozich jednotek preveditelna, neopird

se o logaritmickou transformaci).
Pfedstava neurcitosti rozhodovani o velikosti 1 bit je velice jednoducha. Je to

neurcitost rozhodovani mezi dvéma stejné pravdépodobnymi alternativami:

Q=A{a,p},p(a) =p(B) =0,5;H = —0,5log, 0,5 — 0,51og, 0,5 = 1bit.

Nejjednodussi model rozhodovani pfedpoklada volbu praveé jedné ze dvou rele-
vantnich (moznych, uvazovanych) variant «, 3. Neur¢itost je pak ur¢itou mirou ,,sily
volby* nekteré z variant. Neurcitost jako jedna z charakteristik rozhodovaciho pro-
cesu mize byt kvantifikovana naptiklad na zéklad¢ subjektivné nebo objektivné od-
hadnuté pravdépodobnosti p € [0, 1] volby jedné ze dvou variant, napt. volbou «
(kdyz druha varianta je -« = 3 s pravdépodobnosti 1 — p), Shannonovym vztahem

H(p) = —p.logyp — (1 — p) logy(1 — p)[bit], (1)

kde je H(p) € [0, 1] (pti tom klademe 0. log, 0 = 0). Jedna ze zakladnich vlastnosti
neuréitosti ([Il) je jeji symetrie viiéi variantam a, 3

H(p)=H(1—p);H(0,5) =1 =mng(p);H(0) = H(1)=0. (2)
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Veli¢inu I(p) = 1 — H(p) je mozné interpretovat jako miru informace, ,,spotie-
bované* pro volbu jedné z variant. Chceme-li informaci sémantizovat, tj. polarizovat
ji vzhledem k ur¢ité varianté, napt. «, volime sémantizovanou informaci 7°(p) ve
tvaru ()

(3)
I(p); 0,5<p<1,

aplati I*(0) = —1 < I*(p) < 1 = I*(1); I(0,5) = 0.

I*(p) = {—I(p); 0<p<0,5

Jednotkou sémantické informace z (§) je také 1 bit (vzhledem k dvojkovému
zékladu logaritmu neurcitosti H pomoci které je zde sémantickd informace vypoc-
tena). Maximalni informace 7° = 1 bit mize byt dosazeno, kdyz volba varianty «
(kterou mizeme oznacit jako ,,spravnou”, ,,pravdivou®, atd.) je s jistotou (p = 1).
Mensi nezaporné hodnoty 7° > 0 mohou byt interpretovany jako miry ,,znalosti* (pfi
0,5 < p < 1) aziporné hodnoty —1 < I° < 0 (pfi 0 < p < 0,5) napiiklad jako
miry ,,pomylenosti“ (nejvyssi mira pomylenosti je pak I° = —1 bit).

Ideovym zakladem této metody je pfedstava fiktivniho ,,primérného respondenta®.
Pro ného je odhadovana pravdépodobnost p spravné reakce (odpovédi) na urcitou po-
lozku relativni Cetnosti p = “*, kde m pfedstavuje pocet spravnych reakci na polozku
v reprezentativnim souboru n respondentti. Postaveni jedince ve vybérovém souboru
respondentti miize pak byt posuzovano z tzv. hrubého testového skore Z, které je
v nejjednodussim pripad€ souctem poctu vSech spravnych reakci na dotaznikové po-
lozky respondenta. Informacni hodnota hrubého skore neni velka (fika jen, kolik mél
respondent vSech spravnych odpovédi v dotazniku a ne napt. zda vyiesil polozky
obtizné, jak byl (nebo mohl byt) uspésny s feSenim u polozek, které v tplnosti nevy-
resil, atd.). Daleko vice se mtize o respondentovi dozvédét expert, ktery respondenta
pozoruje piifeSeni (v krajnim pfipadé ma k dispozici protokol s pribé¢hem responden-
tova fesSeni) ¢i v jiném ptipadé sleduje vyvoj jeho zdravotniho stavu, je informovan
o dalsich souvislostech choroby, atd. Mtizeme ptedpokladat, ze experti jsou piiblizné
stejné urovné a maji k dispozici stejné informace. Proto poucenych expertii nemusi
byt mnoho, nékdy staci jediny. Zkusenost s expertnimi odhady je takova, Ze u dosta-
tecné kvalifikovanych experti je vysoka stabilita jejich rozhodnuti (malé zavislost na
jejich poctu) (o stabilité expertniho odhadu bylo pojednano v [5]).

Priklad 0.1

M¢jme védomostni dotaznik, skladajici se z k polozek (otazek). Ke kazdé polozce
jsou nabidnuty varianty odpovédi (za varianty odpovédi nemusime jen uvazovat je-
jich realné konstrukce, ale naptiklad varianty spravné - $patné) z nichz pravé jedna
je spravna. Z odpovédi respondentii mohou byt stanoveny pomoci relativnich cet-
nosti odhady pravdépodobnosti volby kazdé z alternativ. Z téchto udaji pro kazdou
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i-tou polozku uréime pravdépodobnost spravné odpovédi p; a pak podle (B) odhad
I?(p;). Soucet Zle I?(p;) je pak hornim odhadem informace (polozky nemusi byt
nezavislé), kterou vyuzil ,,primémy* respondent ke spravnym odpovédim. Pro lepsi
interpretaci je tfeba tuto hodnotu normovat vydélenim maximalni moznou hodnotou
k. Cim je pak hodnota + z ZZ 1 I? (pi) blizsi 1, tim je vysledek dotazniku lepsi, zaporna
hodnota by znamenala velkou ,,neznalost™. ..

1 Neurditost modelovana fuzzy mnoZinami a intuicionistickymi
fuzzy mnozinami

Ohodnoceni volby urcité varianty odpovédi na dotaznikovou polozku pravdépodob-
nosti je nékdy velmi obtizné nebo neni viilbec mozné. Napiiklad rozhodnuti, zda je
pacient vylééeny nebo nevyléceny zalezi jen na ivaze odbornika, podobn¢ rozhodo-
vani o tom, ze urcity zak je nadany nebo nenadany se neda statisticky rozhodnout
(i kdyz se takové pokusy realizuji). Misto objektivizovanych statistickych Setfeni se
musi uskuteciiovat expertni odhady. V situacich, kdy nelze od sebe pfesné ,,oddelit*
nekteré varianty, se uplatituje teorie fuzzy mnozin. Fuzzy mnozina reprezentuje sé-
mantiku pojmu rozhodnuti. Odpovida na to, jak ,,silné“ jsou v rozhodnuti (které je
fuzzy mnozinou) zastoupeny urcité prvky ze souboru 2 .

Uvazujme pouze koneCnou mnozinu prvkli (moznosti, vlastnosti, ...) Q@ =
={a,...,an}. Jestlize kazdému prvku «; pfifadime miru p; = p(oy), i € [0; 1],
vyjadiujici, Ze o je souasti rozhodnuti A , je A fuzzy mnozinou nad Q. Cim blizsi
je hodnota p; jedné, tim spiSe je v rozhodnuti A prvek «;, hodnota p; = 0 resp. 1
tedy znamena, Ze v rozhodnuti A prvek «; neni, resp. je. Fuzzy mnozinu mizeme
zapisovat ve tvaru

A={a1/p,02/p2, .. an/pin} -

Hodnoty p; nevznikaji obecné jako pravdépodobnosti, predstavuji vétSinou expertni
rozhodnuti (které je zde sice subjektivnim odhadem, ale kvalifikovanym) o mife za-
stoupeni «; v rozhodnuti A. Proto nemusi obecné platit, ze > p; = 1. Funkei u(a),
a € Q nazyvame funkce prislusnosti (nebo také nalezitosti), odpovidajici fuzzy mno-
ziné A, reprezentuje miru zastoupeni prvku « ve fuzzy mnoziné A.

Neurcitost, o které budeme zde uvazovat, ma svij ptivod v nejistoté odhadu, které
prvky «; do A patii. Jaka je neurcitost zastoupeni prvki «; € €2 ve fuzzy mnoziné A?
Mizeme pouzit Shannonova vzorce za predpokladu, Ze ,,znormujeme* funkci ptislus-
nosti

— ; S log, Z " [blt]
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Pii{jmem jisté informace se mize expertni odhad, reprezentovany fuzzy mnozinou
A zménit na fuzzy mnozinu B. Pak se také ptivodni neur¢itost zméni na neurcitost
H(B). Ptijatou informaci pak muzeme odhadnout z rozdilu H(A) — H(B). Kdyz
prijata informace nebude matouci, je tento rozdil nezadporny. (Je vice moznosti jak
odhadovat neurcitost resp. informaci, zde uvadime jen n¢které z nich.)

Soustfed'me se nyni na urcitou vlastnost a € ). Pak je mozné vyjit z modelu
rozhodovani charakterizovaném fuzzy mnozinou C nad Q* = {«, 5}

C={a/u(a); B/u(B)},mla) +pu(B) <1 “

kde miry vérohodnosti u(a), u(5) € [0, 1] jsou subjektivnim nebo objektivizo-
vanym odhadem volby pfislusné varianty (vzhledem k tomu, jaky kontrast potiebuji
posuzovat, mohu volit naptiklad 8 = —« s interpretaci miry vérohodnosti pro negaci
—a hodnotou 1 — ju(cv), podobné i pro —3). Neuréitost pro fuzzy mnozinu (4) mizeme
pii nezavislych volbach variant odhadnout napf. i z nasledujiciho vztahu (B) ([2])

H(C) =2 — [max{pu(e),1 — p(e)} + max{p(8), 1 — p(B)}] = (5)

— min{yu(a), 1 — ()} +min{pu(8), 1 — u(8)} [lig; 0 < H(C) < 1.

Informaci I («) pro volbu varianty « i jeji sémantizovanou hodnotu °(«) uréime
podobné jako pro klasickou neur¢itost H (p) z nasledujicich vztahi:

—I(a);  0< pa) <
I(a); 0,5 < pu(e)

,
) Q)

I(a) =1 - H(C); I°(o) = {

IN ©

Pak ov§em je —1 < I*(a) < 1. Zapornou hodnotu informace muzeme interpre-
tovat jako miru dezinformace nebo pomylenosti apod. vzhledem k volbé varianty «.
Jednotky informace odpovidaji vzdy jednotkam neurcitosti ([2])). Pro fuzzy mnozi-
nu C' nemusi obecné platit nasledujici vztah, ktery je zakladni vlastnosti pravdépo-
dobnosti pro dvé vzajemné se vylucujici varianty «, 5 (viz [2,4])

pla) +p(B) =1 ™)

ProtoZe jsou vSak v naSem modelu volby variant na sobé zavislé (popisujeme
situaci volby jen pravé jedné z variant), musime piedpokladat platnost vztahu ().
Pak neuréitost pro fuzzy mnozinu () za podminky () mizeme odhadnout napt. ze
vztahu (), ktery odpovida ([I}):

H(C) = —pu(c)- logy j(@) — (1 — p(a)) . logy (1 — p(a) (8)
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Pak je také 0 < H(C) < 1 a informaci i jeji sémantizovanou podobu miizeme
stanovit podobné jako v piredchozim pripadé. Mame vSak vice moznosti pro odhad
neuréitosti H(C) tak, aby byly splnény intuitivni pozadavky odpovidajici podmin-
kam (B) a () (viz také [2]). Jednoduchy vztah pro neuréitost H (C), predpokladame-li
platnost podminky ([7), dostaneme ze vztahu (B):

H(C)=2.min{p(a),l —pu(a)}; 0< H(C) < 1(H(C) je v jednotkach lit). (9)

Chceme-li ptizptisobit model nejjednodussiho rozhodovani i situaci, kdy nemusi
byt v tomto procesu vybrana zadna z nabidnutych moznosti (kdyz napt. rozhodovatel
ma odpor vici volbé nékteré z variant nebo nevi jak se ma rozhodnout), pak je vhodné
predpokladat, ze

pla) +p(B) < 1. (10)

V tom ptipadé lze pro charakterizaci rozhodovani mezi dvéma variantami «, 8
vyuzit intuicionistickou fuzzy mnozinu (IFS) F v nasledujicim tvaru ([1])

F=A{a/ (), v(a)); B/ (u(B),v(B))} (1)

kde p(a),v(a) € [0;1] a také p(B),v(B) € [0;1] a plati p(a) + v(a) < 1,
u(B) +v(B) < 1.

Kazdému prvku (varianté) « piifadime jednak miru u(«), vyjadiujici nakolik je
soucasti rozhodnuti a miru v(«), vyjadiujici nakolik neni souéasti rozhodnuti. Roz-
hodovani o varianté « (a odpovidajicim zpisobem i o varianté 3 ) je tak rozd€leno do
3 hledisek

1. posuzujici miru ptijeti varianty v (odhadovano p(«));
2. posuzujici miru nepfijeti varianty @ (odhadovano v(«));
3. posuzujici miru nerozhodnosti pro volbu varianty o (uréeno 1 — u(a) — v(@)).

Fuzzy mnoziny, odpovidajici uvedenym typtim rozhodovani jsou

Ai(a) = {a/p(a); ~a/1 — p(a)}; Az(a) = {a/v(a);~a/l —v(a)};

Az(a) = {a/m(a); ma/1 = m(a)},
kde m(co) = 1 — p(ov) — v(«) a jejich neurcitosti H (A (), H(Az(wv)), H(As(w))

uréime podle (8) nebo (§). Pro IFS F z ([L1)) lze viak také zavést neuréitost H (o),
tykajici se varianty « vztahem

H(a) = — (1(a) logy 1(@) + v(a) logy (a) + 7(a) logy m(@))  (12)

a je pak
0 < H(a) <log, 3. (13)
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Pro neurcitost H (o) a neur€itosti H (A1 («)), H(Az2(v)), H(Asz(«)) plati nerov-
nosti
H(Ai (o)) < H(o); H(Az(a)) < H(a); H(As()) < H(a). (14)

(To vyplyva z néasledujici posloupnosti nerovnosti: log,(v + 7)) > log,v;
—logy(v + 7)) < —logyv; —vlogy(v + ) < —vlog,v.) Nerovnost ([[3) nam
dava moznost uréit vzhledem k variant& o pro IFS F informaci I,,(F) vztahem ([15)

10(F) = log, 3 — H(a) (15)
nebo jeji normovanou podobu

Io(F)norm = 1 — H(av)/ log, 3 (16)

a pak i pfislusnou jeji sémantizaci vztahem

_Ia(f)norm; 0< N(a) < 07 ) (17)
1

I, (F s =
. {Ia<f>m; 0,5 < () <

kde je
—1 < Io(F)norms < 1.
Pti volbé prave jedné z moznych variant o, 8 v naS§em modelu rozhodovani po-
psaném IFS F musi, krom ptivodnich podminek, také platit ([L0), proto

v(a) +v(B) < 1. (18)

Neurc¢itost pro IFS F pak miizeme za v§ech uvedenych podminek definovat vzta-
hem
H(F)(e) = H(Ai()) + H(Az(a)) + H(As(a)) (19)
aplati 0 < H(F)(a) < 3. Proto mizeme definovat pro IFS F i informaci I(F)(«)
vztahem

I(F)(a) =3 - H(F)(a) (20)
nebo jako normovanou informaci
I(F)nom(a) =1 — H(F)(a)/3. (21

Uvedenou normovanou informaci muzeme také sémantizovat vzhledem k varian-
té «r, podobné jako jsme to udélali v predchozich pfipadech. Volime

—I(Fnom(a); 0 <p(a) <0,5

I(F)nom(a); 0,5 < fi(e) <1 —1<I(F)*(a) < 1. (22)

I(F)*(a) = {

Pro variantu S mizeme odvodit odpovidajici vztahy pro informaci obdobné.
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Piiklad 1.1

K 1ékafti se dostavil pacient, kterého suzovalo svédéni kiize na hornich a dolnich kon-
Cetinach. Jednalo se o mista na kiizi ostfeji ohrani¢ena silngj$im ¢ervenym zabarve-
nim. Lékar nejprve usoudil na dermatitidu a zacal pacienta 1€Cit mazanim postizenych
mist jistou masti. Po nékolika tydnech se vSak stav pacienta nezlepSoval, Cervené za-
barveni kiize se stale rozSifovalo a svédéni neustavalo. Lékai proto zmeénil nazor na
diagnozu, zvazoval, Ze onemocnéni je psoriaza (lupénka). Pacientovi proto byla se-
jmuta z postizeného mista mala ¢ast kiize (pacient se podrobil biopsii), aby se uvedené
podezieni potvrdilo nebo vyloucilo. Soucasné s tim byl pacient poslan na alergolo-
gické a interni vySetfeni. VySetieni po biopsii sice nepotvrzovalo onemocnéni psori-
azou, presto ji zcela jednoznacné nevylucovalo. Dalsi 1éCba byla stale malo ispé$na
(ménilo se oSetfeni mastmi), proto se seslo 1ékafské konsilium, aby byla dohodnuta
dalsi 1éCba. Lékari se shodli na tom, Ze je tieba vyloucit hlavné onemocnéni psoria-
zou; vzhledem k dal§im vySetfenim a novym hypotézam o pti¢iné choroby mohly byt
po tom piedpokladané varianty onemocnéni mén¢ zavazné.

Pokusme se nyni formdlné matematicky vyjadfit pomoci intuicionistické fuzzy
mnoziny neurcitost popsaného stadia uvazovani o mozné pacientoveé chorobé. Oznac-
me proto hypotézy a jejich miry vérohodnosti, odhadnuté z nazort skupiny 1ékatt
z konsilia, takto:

-« — pacient onemocnél psoriazou, piisluiné odhady neuréitosti jsou p(a), v(a);

- p1 — pacient onemocnél dermatitidou, pfislusné odhady neurcitosti jsou u(51),
v(Br);

- P2 —pacient ma alergickou reakci, ptislusné odhady neurcitosti jsou 1(52), v(B2);

- 3 —projevy na kizi jsou psychického ptivodu, pfislusné odhady neurcitosti jsou
pak 1(53), v(Bs).

Protoze se 1ékati shodli na tom,Ze je tieba hlavné vyloucit onemocnéni psoriazou,
je odhad neurcitosti realizovan vzhledem k «. Ozna¢me proto 5 = B1 V [2 V (3.
Pouceni lékafi odhadli pro a: p(a) = 0,3; v(a) = 0,6; pak je (o) = 1 — p(a) —
—v(a) = 0, 1. Podle (§) méme v jednotkach bit : (A1 (a)) = 0,881; H(Az(a)) =
= 0,971; H(As(a)) = 0,469. Podle (12) v bitech H(a) = 0,521 + 0,442 +
40,332 = 1,295. Podle ([16) vypoéteme v bitech I, (F)norm = 0, 183 a podle ([L7)
je I (F)noms = —0, 183. Z ([L9) obdrzime vypoctem H(F)(a) = 2, 321, z (20) pak
I(F)(c) = 0,679 a z (1)) ziskime normovanou hodnotu I (F)pom () = 0, 226 (vie
v jednotkach bit). Ze vztahu (22) pak uréime I(F)*(a)) = —0, 226 [bit].

Pravé posledni sémantizovana hodnota I(F)*(«), ktera je zaporna, nam iika, ze
volbou psoriazy by zfejmé doslo k nespravné diagnoze. Posoudit miru nespravnosti
diagnozy lze pievazné na zakladé zkuSenosti. (Jedna se o situaci, jako kdyz chceme
odhadnout moznost koupani ur€ité skupiny lidi pti subjektivné vnimané teploté vody
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pomoci znalosti poctu stuptiii na Celsiové stupnici teploméru, vloZzeného do vody;
teplota vody je zde také normovéna intervalem [0; 100]. Chceme-li se ve vodé kou-
pat, pak vhodnou teplotou miize byt podle nasi zkuSenosti teplota kolem 20°C, ve
vodeé pod 15°C a nad 40 °C bychom se jiz nechtéli koupat. Je véci zkuSenosti 1ékait,
aby zhodnotili, zda vzdalenost od nuly (v zapornych hodnotach) veli¢iny I(F)*(a)
(v nasem pftipad¢ 0, 226) je jiz vzdalenosti, kterd znamena kritickou miru pomyle-
nosti ve volbé diagnozy nebo je jesté mozné o této diagnéze uvazovat.) (Podobné lze
z (B]) uréit hodnoty neuréitosti v jednotkach lit: H(A;(a)) = 0,6; H(Az(a)) =
=0,8; H(Az(a)) = 0,2.Podle ([19) pak je H(F)(a) = 1,6 a I(F)norm(a) = 0,47
a pak také podle (22) je I(F)*(a) = —0,47.)

V naSem Setfeni bylo mozné pomoci poucenych expertti — 1ékaiti odhadnout pfi-
slusné miry (), v(f5) i pro variantu 3, alternativni k varianté « tak, Ze jsme mohli
urcit intuitivni fuzzy mnozinu (IFS) F. Vysledek odhadu byl

F ={a/(0,3,0,6); 3/(0,7,0,2)}.

ProtoZe zde plati (7)), miizeme vypoéitat neurgitost stanoveni diagnézy o vzhle-
dem k diagnozam z 3 podle (8) vztahem

H(F,a) = —(p(a)logy pu(a) + u(B) logy u(B)) = 0,521 + 0,360 = 0, 881 [bit].

Pfislu§na sémantizovand hodnota informace vzhledem k « pak je I*(F,«a) =
= — 0, 119 [bit] (pfi sémantizaci jsme postupovali jizZ znamym zplisobem). Vypoctena
sémantizovana hodnota I°(F, «) ma mensi absolutni hodnotu (ale je opét zaporna),
predstavuje i v tomto piipade riziko nespravné diagnozy.

(Vypoétem podle (B) dostaneme H(F, ) = 0,6 [lit], pfisluina sémantizovana
hodnota informace vzhledem k « pak je I*(F,a) = —0,4 [lit]. Uvedeny vypocet
predstavuje jiny ,,metr* na odhad neurcitosti, jednotka lit se neda ptrevést na jiné jed-
notky, jak jsme se o tom zminili na zac¢atku. Jeji ptipadné pouzivani zavisi na oblasti
aplikaci a tedy také na zkuSenosti experimentatora.)

Dalsi otazkou je, jak variabilita odhadu hodnot pfislusnych vérohodnosti mize
ovlivnit hodnoty sémantizovanych informaci. Odhadujme proto chybu pro neurcitost
H(F,«), kdyz u(a) = (o) = Ap(a), kde i) je bodovy odhad stfedni hodnoty
méfeni () (napf. aritmetickym primérem z experimentalnich dat) a Ap(a) je od-
had chyby méfeni (napt. smérodatnou odchylkou z méteni):

AH(F,a) ~ ((lll;I.Au(a) = <log2 1;(’2()0[)) Ap(a). (23)
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Predpokladejme, Ze chyba odhadu () je 0, 1, pak ur¢ime pii u(a) = 0,340, 1
chybu odhadu AH (F, a) hodnotou

AH(F,a) = logy %.O, 1 < 0,122 [bit].

Muzeme proto psat H (F,«) = 0,226 £ 0, 122 [bit]. Stejnou chybu +0, 122 ma
i pfislu$na sémantizovana informace I°(F, «). Jako informaéni zisk diagnozy psori-
azy za uvedenych okolnosti lze uvazovat hodnoty i dalSich sémantizovanych infor-
maci (s odpovidajici interpretaci), specialné i hodnotu I°(F, ). Konkrétni vypodet
(s ohledem na moznou chybu vypoctu) zde nabizi pro volbu diagnézy psoriazy malou
hodnotu sémantizované informace pohybujici se v okoli nuly na stupnici [—1; 1].

V naSem ptipadé interval moznych hodnot I*(F, o) = —0, 11940, 122 [bit] pfed-
stavuje hodnotu znacici nerozhodnost I¢kaiti pro volbu onemocnéni jistého pacienta
psoriazou.

K ¢emu miize slouzit uvedena kvantifikace? Miru pfesvédcivosti volby diagnézy
urCité choroby mizeme vyjadrit bud’ slovné nebo numericky (naptiklad jako miru na-
plnéni urcitého kritéria; v nasem ptikladu urCité choroby jako miru naplnéni jistych
znakl uvazované choroby). Numerické hodnoceni vychazi obycejné z expertnich od-
hadd, naptiklad jako primérna hodnota z odhadii vice expertii. Muze slouzit k po-
souzeni vyvoje choroby v Case (je-li totéz realizovano v urcitych casovych posloup-
nostech) nebo k porovnani urovné rozvoje choroby v ¢ase, pripadné jako podklad
pro porovnani vyvoje choroby mezi dvéma riznymi pacienty (pfi posuzovani uc¢inkt
1€kt a pod.). Expertni odhady jsou v medicing i ve sportu velice ¢asté (maji totiz svij
zéklad ve véde, které se to tyka :v medicine, pedagogice, ...) a jsou-li realizovany ne-
strannymi a zodpovédnymi odborniky, pak mohou mit velice dobrou stabilitu. ([5])

Zavér

Hodnoty sémantizovanych informaci jsou stanovovany v zavislosti na volbé vypo-
¢etni metody i jednotky. Interpretace vypoctenych numerickych hodnot je pak dana
vychozimi pfedpoklady metody i zkuSenosti experimentatora v uréité oblasti diagnéz.
Metoda se hodi pro porovnavani hodnot sémantizované informace riznych diagéz.
Nepracuje se zde s apriorn¢ danymi a zcela exaktné definovanymi jednotkami neur-
¢itosti. Nemame totiz v humanitnich védach jiné moznosti. Zalezi pak na zkuSenosti
experimentatora, jakou z metod odhadu a i pfislusného vypoctu bude volit a jak se na-
uci ¢iselné hodnoty interpretovat. Pfiklad z medicinského prostfedi jsme mohli také
nahradit piiklady méteni znalosti zaki (metoda umozniuje hodnoceni odpovédi napi.
ne jen dichotomicky jako napft. spravné — Spatné, ale i trichotomicky pfiznanim navic
moznosti ,,nevim*).
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Clanek ukazuje, jak je mozné z kvalitativnich informaci zkonstruovat kvantita-
tivn€ posuzovatelnou jistou vlastnost informace. Cesta obracena je pak cestou vhodné
interpretace.
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Zadania uloh
37. ro¢nika Olympiady v informatike

Informacie a pravidla
Pre koho je sutaz urcena?

Do kategorie B sa smu zapojit’ len ti Ziaci zakladnych a strednych §kol, ktori eSte ani
v tomto, ani v nasledujiicom skolskom roku nebudu kon¢it’ strednt skolu.
Do kategorie A sa mézu zapojit’ vSetci ziaci (zakladnych aj) strednych §kol.

Odovzdavanie rieseni domaceho kola

Riesitelia doméceho kola odovzdéavaju rieSenia sami, v elektronickej podobe, a to
priamo na stranke olympiady: http://oi.sk/.

RieSenia kategorie A je potrebné odovzdat’ najneskdr /5. 11. 2021.

Riesenia kategorie B je potrebné odovzdat’ najneskor 30. 11. 2021.

Priebeh sutaze

Za kazdu ulohu domaceho kola sa da ziskat’ od 0 do 10 bodov. Na zaklade bodov
domaceho kola stanovi Slovenska komisia OI (SK OI) pre kazdu kategdriu bodovu
hranicu potrebnu na postup do krajského kola. Ocakavame, Ze tato hranica sa bude
priblizne rovnat’ tretine maximdalneho poctu bodov.

V krajskom kole riesitelia rieSia Styri teoretické ulohy, ktoré moézu tematicky nad-
vizovat’ na tlohy domaceho kola. V kategoérii B sutaz tymto kolom kon¢i.

V kategorii A je priblizne najlepsich 30 rieSitelov krajského kola (podla poctu
bodov, bez ohl'adu na kraj, v ktorom sutazili) pozvanych do celostdatneho kola. V ce-
lostatnom kole ucastnici prvy den riesia teoretické a druhy den praktické ulohy. Naj-
lepsi rieSitelia st vyhldseni za vit'azov. Priblizne desat’ najlepSich rieSitel'ov nasledne
SK OI pozve na tyzdnové vyberové sustredenie. Podl'a jeho vysledkov SK OI vy-
berie druzstva pre Medzinarodni olympiadu v informatike (IOI) a Stredoeuropsku
olympiadu v informatike (CEOI).

Ako maju vyzerat riesenia uloh?

V praktickych tlohach je vasou ulohou vytvorit’ program, ktory bude riesit’ zadant
ulohu. Program musi byt’ v prvom rade korektny a funkény, v druhom rade sa snazte
aby bol ¢o najefektivne;jsi.


http://oi.sk/
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V kategorii B mozete pouzit’ 'ubovolny programovaci jazyk.

V kategorii A musite rieSenia praktickych tloh pisat’ v jednom z podporovanych
jazykov (napr. C++, Pascal alebo Java). Odovzdany program bude automaticky otes-
tovany na viacerych vopred pripravenych testovacich vstupoch. Podl'a toho, na kol'ko
z nich da spravnu odpoved’, vdm budu pridelené body. Vysledok testovania sa do-
zviete kratko po odovzdani. Ak va$ program neziska plny pocet bodov, budete ho
moct’ vylepsit’ a odovzdat’ znova, az do uplynutia terminu na odovzdavanie.

Presny popis, ako maju vyzerat rieSenia praktickych uloh (napr. realizaciu vstupu
a vystupu), najdete na webstranke, kde ich budete odovzdavat’.

Ak nie je v zadani povedané ind¢, rieSenia teoretickych tloh musia v prvom rade
obsahovat’ podrobny slovny popis pouziteho algoritmu, zdovodnenie jeho spravnosti
a diskusiu o efektivite zvoleného riesSenia (t.j. posudenie casovych a pamitovych
narokov programu). Na zaver rieSenia uved’te program. Ak pouzivate v programe ne-
trividlne algoritmy alebo datové struktary (napr. rozne sticasti STL v C++), stiCastou
popisu algoritmu musi byt’ dostato¢ny popis ich implementacie.

Usporiadatel sutaze

Olympiadu v informatike (OI) vyhlasuje Ministerstvo skolstva SR v spolupraci so
Slovenskou informatickou spolocnostou (odbornym garantom stutaze) a Slovenskou
komisiou Olympiady v informatike. Sut'az organizuje Slovenska komisia OI a v jed-
notlivych krajoch ju riadia krajské komisie OI. Na jednotlivych Skolach ju zaistuju
ucitelia informatiky.

Celostatne kolo OlI, tla¢ materialov a ich distribliciu po organizacnej stranke za-
bezpecuje IUVENTA v tesnej suc¢innosti so Slovenskou komisiou OI.

A-I-1 Tancujtci kral

Toto je prakticka Gloha. Pomocou webového rozhrania odovzdajte funkény, odla-
deny program.

V rade stoji n tanecnikov. Iduc zl'ava doprava si pozicie v rade ocCislujeme od 1
po n. Vysku taneCnika, ktory zacina na pozicii ¢, ozna¢ime h;. Tanecnik ¢islo & je
kral’.

Chceli by sme vsetkych tane¢nikov usporiadat’ podla vysky (do neklesajuceho
poradia).

Aby to dobre vyzeralo, tane¢nici si smu menit’ poradie len jedinym spdsobom: po-
mocou tane¢nych figur. Kazda figlira vyzera tak, Ze sa nejaky suvisly tisek tane¢nikov
zatoci a skonci v presne opacnom poradi ako zacinal.
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Ak mame napriklad taneénikov s vyskami (180, 185, 183, 182, 181, 185, 190) tak
ich vieme usporiadat’ pomocou jedinej tane¢nej figliry. Zapoja sa do nej tanecnici na
poziciach 2 az 5.

Je verejnym tajomstvom, Ze kral’ vobec nevie tancovat. Aby sme ho nestrapnili,
je nutné, aby sa nikam nehybal — pri kazdej figire musi kral’ ostat’ na svojom mieste
v rade.

Sutazna uloha
Pre dany popis situdcie zistite, ¢i vObec vieme tanecnikov usporiadat’. Ak ano, najdite
nejaky spdsob ako to spravit’ rozumne malym poctom tanecnych figur.

V kazdom vstupe dostanete popis situdcie na zaciatku a hodnotu £. Ak ¢ = 0,
len zistite, ¢i rieSenie existuje. Ak je £ kladné, pre rieSite'né vstupy aj zostrojte jedno
mozné rieSenie pouzivajuce nanajvys ¢ figlr.

(Vo vstupoch s £ > 0 bude pre kazdy riesite'ny vstup existovat’ rieSenie s nanaj-
vys§ ¢ figarami. Cubovolné riesenie spiiiajiice tento limit bude akceptované, netreba
minimalizovat’ pocet figur.)

Format vstupu a vystupu

V prvom riadku vstupu st celé ¢isla n, k a £. V druhom riadku su ¢isla hq, . . ., hy,.

Prvy riadok vystupu ma obsahovat retazec ,,ANO®, ak sa tanecnikov da usporiadat,
resp. ,,NIE“, ak sa to neda.

Pre ¢ > 0 nasleduje eSte druha ¢ast’ vystupu. Ta ma zacinat’ riadkom obsahujicim
¢islo f < £: pocet figlr, ktoré chcete spravit. Zvysok vystupu potom tvori f riadkov
ktoré popisuju jednotlivé figiiry v chronologickom poradi. Pre kazdu figuru vypiste
riadok tvaru ,,z; k;“, kde 1 < z; < k; < n st zaCiatok a koniec Gseku pozicii ktorych
poradie vasa tanecna figlira obrati.

Obmedzenia a hodnotenie

Vo vsetkych vstupoch plati 1 <n <1000,1 <k <nal<h; < 107 pre vSetky i.
Je pat’ sad vstupov. Za kazdl sadu vstupov, ktoré tvoj program vsetky spravne vy-

riesi, dostanes dva body. V ramci kazdej sady vstupov maja vSetky vstupy ta isti hod-

notu £. V niektorych sadach je navySe zarucené, ze vsetky vstupy budi mat’ malé n.

¢islo sady 1 2 3 4 5
hodnota ¢ 0 1000 2000 3000 1500
maximalne n | 1000 20 100 1000 1000



Priklady
vstup
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vystup

5 3 100
160 165 175 170 180

[NIE

Krdl stoji v strede. Ked%e sa nesmie hybat, rieSenie zjavne neexistuje.

vstup

vystup

5 3 100
185 180 175 170 165

ANO
1
15

Kral opdt stoji v strede. Otocime cely rad tanecnikov. Vsimnite si, Ze tdto figura
obsahuje aj krala. Ten ale pocas nej ostane na svojom mieste, takze je vsetko v po-

riadku.

vstup

vystup

530
175 170 175 180 175

| ANO

Tento vstup ma £ = 0, takze len treba povedat, ¢i ma alebo nemd rieSenie.

vstup

vystup

5 3 100
175 170 175 180 175

A-I-2 Prominencia

ANO

PN NN
o O N O

Prominencia vrcholu (niekedy tiez nazyvana vyznacnost' alebo relativna vyska) po-
pisuje, nakol’ko tento vrchol vycnieva z okolitej krajiny. M4 viacero navzajom ekvi-
valentnych definicii. Jedna z nich vyzeré nasledovne:

- Prominencia najvysSieho vrcholu na svete je rovna jeho vyske.
- Pre kazdy iny vrchol plati, Ze ak v je jeho nadmorska vyska, tak jeho prominencia

je najmensie také p, Ze ak zaCneme tiru na naSom vrchole a chceme sa dostat’ na
nejaké vyssie polozené miesto, musime niekedy po ceste klesnit’ do nadmorskej

vysky v — p.
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Napriklad Kralova hola (1946 m. n. m.) ma prominenciu 756 metrov. Ak zaéneme
vylet na Kral'ovej holi a nikdy neklesneme na 1946 — 756 = 1190 m.n. m., vieme sa
pohybovat len po vychodnej Casti Nizkych Tatier a tam ziaden vyss$i vrchol nestret-
neme. Cez sedlo Priehyba (prave 1190 m.n. m.) sa vSak vieme dostat’ na zapadnt
Cast’ hrebena a tam ¢asom vystupat’ do nadmorskej vysky vyssej ako ma Kralova
hol’a. (Napriklad sa tak stane cestou na Chopok alebo Dumbier.)

Sutazna uloha

Z mora tr¢i jeden horsky hrebeii. Predpokladame, Ze to je jedind hora na celom svete.

Hreben vieme popisat’ ako loment ¢iaru uréentt bodmi so suradnicami (0, 0), (1, ~1),

(2,h2),...,(n,hy), (n+ 1,0). Prva siradnica je vodorovna, druha je zvisla.
Vrcholy st lokalne maxima hrebena: tie jeho body a vodorovné useky, z ktorych

ide hreben na obe strany dodola. Pre kazdy vrchol vypocitajte jeho prominenciu.

Format vstupu a vystupu

V prvom riadku vstupu je celé ¢islo n. V druhom riadku st celé ¢isla hy, . .., Ay.
Na vystup vypiste pre kazdy vrchol, v poradi v ktorom lezia na hrebeni, jeden
riadok s jeho prominenciou.

Obmedzenia a hodnotenie

Vo vsetkych vstupoch plati 1 < n < 200000aVi: 1 < h; < 10°.

Odovzdané riesenie bude otestované na Siestich sadach vstupov. St za ne postupne
1,1,1,2,2a3 body.

Ro6zne sady maju r6znu maximalnu hodnotu n:

¢islo sady 1 2 3 4 5 6
maximalne n | 20 20 5000 5000 200000 200000

Navyse v sadach 1, 3 a 5 plati, ze vSetky hodnoty h; vo vstupe s navzajom rézne.

Priklady
vstup vystup
7 47
47 42 47 42 AT AT 42 47
47

V tomto pohori su tri vrcholy: na indexe 1, na indexe 3 a na indexoch 5-6. Vsetky
tri su najvyssimi vrcholmi sveta a teda maju prominenciu rovnu svojej vyske.
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vstup vystup
7 5
47 42 47 43 48 48 42 4
48

Toto je podobné pohorie, ale tentokrdt je jedinym najvyssim vicholom sveta masiv
na indexoch 5—6. Zvysné dva vrcholy maju vyrazne mensiu prominenciu ako v pre-
doslom priklade.

vstup vystup
7 5
47 43 47 42 48 48 42 5
48

Tentokrat maju vrcholy na indexoch 1 a 3 rovnaku prominenciu — pre oba plati,
Ze ak sa z nich chceme dostat’ niekam vyssie, treba prejst cez sedlo na indexe 4 s nad-
morskou vyskou 42.

vstup vystup
10 118

1955 1840 1937 1837 2004 2024 1232 1660 1190 1946 97

2024
428
756

Zjednoduseny kus Nizkych Tatier. Postupne zlava doprava Chabenec (vrchol),
sedlo pod Chabencom, Kotliska (vrchol), sedlo Polany, Derese, Chopok (vrchol),
Certovica, Homélka (vrchol), sedlo Priehyba a Kralova hola (vrchol).

A-1I-3 Strelec

Toto je teoreticka uloha. Pomocou webového rozhrania odovzdajte subor vo formdte
PDEF, obsahujuci riesenie, spliajice poziadavky uvedené v pravidlach.

Strelec je klasicka Sachova figtirka. Pohybuje sa tak, Ze ho posunieme v niektorom
Sikmom smere (po niektorej diagonale) o jedno alebo viac policok. (Ak mame policka
Sachovnice klasickym sposobom ofarbené Ciernou a bielou, bude sa kazdy strelec
pohybovat’ len po polickach jednej farby.)

Mame obriu achovnicu s r riadkami a s stipcami. Na kazdom poli¢ku je napisané
jedno pismeno.

Chceme po nej preskédkat’ strelcom tak, aby sa postupne zastavil presne na pis-
menkach daného slova w. (Zac¢at mézeme na 'ubovol'nom policku obsahujicom prvé
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pismeno w, kazdym d’al$im tahom sa musime presuntit’ na poli¢ko obsahujtice jeho
nasledujuce pismeno.)

Korlkymi réznymi spésobmi sa to da spravit'?

Namiesto spravnej odpovede staci, ked’ vypocitate, aky zvySok dava po deleni
10? + 7. (Spravna odpoved totiz moze byt vel'mi velkd.)

Format vstupu a vystupu

V prvom riadku vstupu st rozmery Sachovnice: r a s. V druhom riadku je slovo w.
Zvysok vstupu tvori popis pismen na Sachovnici: r riadkov a v kazdom z nich s pis-
men.

Na vystup vypiste jeden riadok so spravnou odpoved’ou.

Obmedzenia a hodnotenie

Mozete predpokladat’, ze vSetky pismend na vstupe su vel'ké pismena anglickej abe-
cedy. Vel'kost’ abecedy mdzete pri analyze algoritmu povazovat’ za konstantu.

Plny pocet bodov mo6zu dostat’ rieSenia, ktoré¢ efektivne vyrieSia vstupy pre
r,s <1000 a |w| < 100.

Nanajvys 7 bodov mdzu dostat’ rieSenia, ktoré efektivne vyrieSia vstupy pre
r, s, Jw| < 100.

Nanajvys 5 bodov mdzu dostat’ rieSenia, ktoré efektivne vyrieSia vstupy pre
r,s <6alw| <12.

Nanajvys 3 body moézu dostat’ rieSenia, ktoré efektivne vyriesia vstupy v ktorych
je nanajvys 10° platnych sposobov skékania.

Priklady
vstup vystup

34 1

0I

MALO

KIVI
OBAL

vstup vystup
35 0
BRAT
BANAN
NEMAL
SUPKU
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Ked’e na sachovnici nemdame Ziadne R ani T, je zjavné, Ze po pismendch slova
BRAT sa preskadkat neda.

vstup vystup
35 224
Uuuuuu
uuuuy
UKSPU
uuuuu

Ak riadky a stipce cislujeme od 0 vlavo hore a policka zapisujeme (riadok, stipec),
Jjedna pripustnd moznost skdkania je (1,0) — (0,1) — (2,3) — (1,4) — (2,3) —
(L, 4).

vstup vystup
6 8 102
KSP
KSPPSKSP
PPSKSKSP
SKKSKSKP
PPPSKSKK
KKSKSKPP
PPPSKSKP

Jedno pripustné rieSenie je zacat na K uplne vlavo hore, odtial’ sa posunut o tri
policka doprava dodola na S a odtial’ dve policka dolava dodola na P. Iné¢ pripustné
rieSenie zacne rovnakym pohybom na S a potom sa vrati o dve policka dolava dohora
na iné P,

A-I-4 Pokazeny rover

Toto je teoretickd uloha. Pomocou webového rozhrania odovzdajte subor vo formdte
PDEF, obsahujiici rieSenie, splnajiice poZiadavky uvedené v pravidlach. K tejto iilohe
patri Studijny text uvedeny na nasledujucich strandach. Odporucame najskor precitat
ten a az potom sa vratit' k samotnym sutaznym ulohdam.

Podiloha A (2 body): V lokalite jama st nejaké kamienky. Napiste l'ubovol'ny prog-
ram, po ktorého skonceni bude v lokalite jama Styrikrat tol’ko kamienkov ako teraz.
(Pomocka: najkratsie rieSenie tejto podilohy ma len dve instrukcie.)

Podiiloha B (2 body): V lokalitach A a B madme nejaké nezndme pocty kamienkov,
ktoré oznacime a a b. Lokalita C je prazdna. Napiste program, ktory porovna a a b.
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Ak su si rovné, do lokality C ulozi kamienok, inak ju neché prazdnu. Na konci behu
programu musia lokality A a B obsahovat’ svoje povodné pocty kamienkov.
Poduloha C (3 bodov): Napiste pre rover makro pre delenie so zvySkom. Toto makro
bude mat’ ako parametre Styri lokality: Prvé dve na zaciatku obsahuju nejaké nezname
pocty kamienkov, ktoré ozna¢ime a a b (priCom mozete predpokladat, ze b > 0). Tieto
isté poCty v nich musia byt’ aj na konci. Druhé dve lokality su na zaciatku prazdne
a chceme do nich ulozit’ celu ¢ast’ podielu (a div b) a zvySok po deleni (¢ mod b).
Poduloha D (3 bodov): V lokalitach A a B mame nejaké nezname pocty kamienkov,
ktoré oznacime a a b. Mdzete predpokladat, Ze su oba kladné. Lokalita C je prazdna.
Napiste program, ktory do lokality C ulozi prave nsd(a, b) kamienkov (kde nsd ozna-
cuje najvacsieho spolo¢ného delitel’a). V tejto podulohe je povolené l'ubovol'ne zme-
nit’ obsah lokalit A a B.

§tudij ny text: Pokazeny rover

Na Marse mame rover. Vol'akedy sme mali vel'ké plany, no po tom, ako ho zasiahla
piesocna burka a pokazila mu skoro vSetky periférie, ostal rover takmer nepouzitelny.
Jediné, Co este stale vie robit’, je presuvat’ sa medzi lokalitami a nosit’ z miesta na
miesto nejaké kamienky. NaSou ulohou v tejto sérii uloh bude naucit’ rover robit’ as-
poi nejaké pouzitelné vypolty. Nebude nam pri tom zdlezat na casovej zlozZitosti
programov, len na ich korektnosti.

Do roveru vieme na dial’ku nahrat’ program: konecnu postupnost’ instrukeii. Nie-
ktoré instrukcie mézu mat navestia (labels) — symbolické mena, pomocou ktorych sa
na ne vieme odkazovat'.

Rover pozna na Marse dve Specialne lokality: jeddlern a kamernolom. Pre struc-
nost’ ich budeme oznacovat’ J a K. V jedalni je momentalne prave jeden kamienok,
inak je to lokalita ako kazda ina. V kamenolome je vzdy k dispozicii dostato¢ne vel'a
kamienkov.

Kazdému inému retazcu ma rover priradent nejakt unikatnu lokalitu na Marse,
kam sa daju ukladat’ kamienky. Ak nie je povedané inac, predpokladame, ze vSetky
takéto lokality su prazdne — neobsahuju ziadne kamienky.

Jedina inStrukcia, ktort este rover vie vykonavat, vyzera nasledovne:

1. Prid’ do lokality Y. Spocitaj si do pomocnej premennej, kol’ko je tam kamienkov.

2. Prid’ do lokality X. Pokus sa nabrat’ taky pocet kamienkov aky mas v pomocnej
premenne;.

3. Ak sa to podarilo, odnes tieto kamienky do lokality Z, tam ich vysyp a pokracuj
nasledujucou instrukciou.

4. Ak sa to nepodarilo (t.j. v lokalite X nie je dost’ kamienkov), vrat’ lokalitu X do

povodného stavu a pokracuj instrukciou s navestim N.
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Program, ktory posleme roveru, bude teda postupnostou takychto instrukcii. In-
Strukciu vratane navestia budeme zapisovat’ nasledovne:

navestie: prenes X Y Z N
V Tudskej reci mézeme jednotlivé parametre tejto inStrukcie ¢itat’ nasledovne:

prenes (odkial) (kolko) (kam) (co robit ak sa nepodarilo)

Ako Stvrty parameter mozeme pisat’ - (pomlcku) ak chceme, aby vykonavanie
programu aj v pripade netispechu pokracovalo nasledujucou instrukciou.

Lokality X, Y a Z nemusia byt navzajom rozne. Jediné obmedzenie je, Ze kame-
nolom (kde je ,nekonecne vel'a“ kamienkov) nesmieme pouzit’ ako lokalitu Y.

Vykonavanie programu sa skon¢i, ked’ sa dostane na neexistujiicu instrukciu —
teda bud’ ked’ vykoname poslednu instrukciu a mame pokracovat’ nasledujicou po
nej, alebo ked’ sko¢ime na neexistujuce navestie.

Priklad 1: prikazy, ktoré skoro nic¢ nerobia

Co spravi rover, ked’ mu dame prikaz prenes X X X I? Spoéitakamienky v lokalite
X, potom ich vSetky naberie, potom ich na tom istom mieste zase vSetky vysype a bude
pokracovat’ nasledujucou instrukciou. Takato inStrukcia teda Mars vobec nezmeni.
Co spravi rover, ked’ mu ddme prikaz prenes X Y X I?Ajtentokratsa podet ka-
mienkov v ziadnej lokalite nezmenti, st vS§ak uz dva mozné priebehy vypoctu: ak bolo
v lokalite Y viac kamienkov ako v lokalite X, vypocet bude pokracovat’ inStrukciou I.

Priklad 2: vyprazdni lokalitu

Rozmyslite si sami, akym prikazom vieme z lokality odstranit’ vSetky kamienky.
Riesenie: Na vyprazdnenie lokality X mézZeme pouzit’ prikaz prenes X X K -.
Rover spocita kamienky v lokalite X, vSetky naberie a vysype ich v kamefiolome.

Priklad 3: naucime rover scitat

V lokalitach A a B mame nejaké nezname mnozstva kamienkov, lokalita C je prazdna.
Checeli by sme v lokalite C mat’ pocet kamienkov rovny suctu lokalit A a B. Lokality
A a B pritom chceme nechat’ nezmenené.
Opét, skor ako si nizsie precitate riesenie, sktiste si ho sami vymysliet.
Riesenie: Staci prislusné pocty kamienkov presypat’ z kamenolomu do lokality C.
Jednym korektnym rieSenim je teda nasledovny program:

prenes K A C -
prenes K B C -
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Priklad 4: naucime rover odcitat

V lokalitach A a B mame nejaké nezname pocty kamienkov, ktoré oznacime a a b.
Lokalita C je prazdna. Chceli by sme v lokalite C mat’ pocet kamienkov rovny a — b,
resp. rovny nule ak b > a. Lokality A a B pritom chceme nechat’ nezmenené.

(Na rozdiel od inStrukcie prenes, ktord odoberie kamienky len ak vie odobrat’
vsetky, chceme pri nasom od¢itani vzdy odobrat’ kol’ko ide.)

Riesenie: Do lokality C ddme a kamienkov a potom sa poktisime odobrat’ b. Ak
sa nam to podari, sme hotovi, ak nie, tak este celu lokalitu C vyprazdnime do kame-
nolomu.

Program:

prenes K A C -
prenes C B K~nulovanie
prenes prazdna J K koniec
nulovanie: prenes C C
K

Vsimnite si, ze v tretom kroku (ktory sa vykona, ak sme z lokality C uspesne
odobrali b kamienkov) sa pokusime z prazdnej lokality presunat’ jeden kamienok.
To sa nam zaruc¢ene nepodari, program teda skoc¢i na neexistujuce navestie , koniec*
a tym skon¢i. Stvrta instrukcia sa teda vykona len vtedy, ak na fiu sko&ime z druhe;j.

Priklad 5: naucime rover nasobit

V lokalitach A a B mame nejaké nezname pocty kamienkov, ktoré oznacime a a b.
Lokalita C je prazdna. Chceli by sme v lokalite C mat’ pocet kamienkov rovny a - b.
Lokality A a B pritom chceme nechat’ nezmenené.
Toto uz nevieme spravit’ v konstantnom ¢ase. Nasobenie je vSak len opakované
scitanie: kopku ab kamienkov vyrobime tak, Ze na fiu a-krat prinesieme b kamienkov.
Program:

prenes K A Akopia -
cyklus: prenes Akopia J K koniec

prenes K B C -

prenes prazdna J K cyklus

Na zaciatku si vyrobime kopiu lokality A, ktor potom pocas vypoctu zni¢ime. Do-
kola opakujeme: zober jeden kamienok z kopie lokality Akopia a pridaj b kamienkov
do lokality C.
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Makra

Roveru sa daju definovat’ makra: zoberieme postupnost’ prikazov a dame jej symbo-
lické meno, aby sme nemuseli ti istil postupnost’ prikazov rozpisovat’ viackrat. Makro
moze mat’ parametre: pri roznych pouzitiach moze robit’ tie isté instrukcie ale pre iné
lokality a iné névestia.

Vo vnutri makra mézeme pouzivat’ aj pomocné lokality. Lokality, ktoré dame pri
jeho definicii do hranatych zatvoriek, budu pri kazdom pouziti makra nahradené inou
lokalitou, ktora sa nikde inde v programe nepouziva.

Toto isté sa automaticky stane aj so vSetkymi navestiami, ktoré dame instrukciam
v definicii makra. Kazdé takéto navestie je teda akoby viditeI'né len z jedného kon-
krétneho pouzitia makra.

Pri definicii makra smieme pouzivat’ aj iné makra, ktoré sme uz skor zadefinovali.

Niz8ie uvadzame niekol’ko definicii makier. Riadky za¢inajuce mriezkou st ko-
mentare.

# instrukcia, ktora nic nezmeni, len jeden krok caka
MAKRO cakaj

prenes J J J -
END

# makro s~dvoma parametrami-lokalitami: do Y prida tolko kamienkov,
kolko je v X
MAKRO pridaj X Y
prenes K X Y -
END

# makro s~jednym parametrom-navestim: skoci na dane navestie
MAKRO skoc N

prenes [nova_prazdna_lokalita] J K~N
END

# makro pre nasobenie: do Z~prida sucin poctov kamienkov z X a Y
MAKRO vynasob X Y
Z~pridaj X [Xkopial
cyklus: prenes [Xkopia] J K koniec
prenes K'Y Z -
skoc cyklus
koniec: cakaj
END

Vsimnite si, Zze ked’ sme vysSie pisali samostatny program pre nasobenie, sta-
¢ilo nam, ze navestie koniec nikde neexistuje a skokom nan sme ukonc¢ili program.
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Pri pisani makra toto navestie dame pred prazdnu inStrukciu na konci makra, ked’ze
chceme, aby po ukonceni nasobenia program este pokracoval d’alej.

Priklad 5: naucime rover pocitat tretiu mocninu

Pomocou vyssie uvedenych makier 'ahko napiSeme program pocitajuci tretiu moc-
ninu. V lokalite A mame nejaky neznamy pocet kamienkov, ktory oznacime a. Loka-

lita B je prazdna a chceme do nej uloZit' a® kamienkov.
Program:

vynasob A A pomocna_lokalita
vynasob A pomocna_lokalita B

Pre nazornost’ este ukazeme, ako by mohol vyzerat’ ten isty program, ak by sme
vSetky makra nahradili ich definiciami.

prenes K A Akopial -

cyklusl: prenes Akopial J K koniecl
prenes K A pomocna_lokalita -
prenes hocicol J K cyklusl
koniecl: prenes J J J -
prenes K A Akopia2 -
cyklus2: prenes Akopia2 J K koniec2
prenes K pomocna_lokalita B -
prenes hocico2 J K cyklus2
koniec2: prenes J J J -

Pre ulohovi komisiu Olympiady v informatike spracovali Michal Anderle
(zaba@ksp.sk) a Michal Forisek (misof@ksp.sk).
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OBZORY MATEMATIKY, FYZIKY A INFORMATIKY 4/2021 (50)

Texty uloh 1. kola 63. ro¢nika Fyzikalnej
olympiady (Sk. r. 2021-2022) kategorie A,B,C,D

Kategoria A

1. Sikmy vrh

Hladké bo¢na stena zatial’ prazdnej vodnej nadrze ma uhol sklonu £ = 35° a dizku
spadovej use¢ky b = 16,0 m. Na vodorovnom brehu vo vzdialenosti a = 10,0 m
od hornej hrany steny stoji chlapec (bod A na obr. A-1) a hadze lopticky v rovine
kolmej na hranu steny rychlostou vthu vy = 15m - s™1.

horna plocha

a

boc¢na stena

Obr. A-1 dno nadrze

a) Urcte rozsah uhlov vrhu ¢, pre ktoré lopti¢ka dopadne na hornti vodorovnu plo-
chu.

b) Uréte rozsah uhlov vrhu ¢, pre ktoré lopticka dopadne na vodorovné dno nadrze.
Do akej maximalnej vzdialenosti ¢ od dolného okraja C bo¢nej steny mdze lop-
ticka doletiet, a aky musi byt’ v tomto pripade uhol ¢4 vrhu? Ulohu rieSte gra-

ficky.

¢) Uréte uhol vrhu «, pre ktory sa lopti¢ka po dopade na bo¢nu stenu v bode D, po
dokonale pruznom odraze, odrazi vo vodorovnom smere. Urcte dlzku [ isecky BD,
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rychlost’ v; po odraze lopticky v bode D a vzdialenost’ d; od bodu C, v ktorej
lopticka dopadne na dno nadrze.

Odpor vzduchu pri pohybe lopticky neuvazujte, bod A vrhu uvazujte na trovni hor-
nej plochy, g = 9,81 m - s,

2. Balén na retiazke

Chlapci urobili zaujimavy experiment s nafukovacim balonikom v tvare gule napl-
nenym héliom. Najprv ho za bezvetria vypustili nad vodorovnou plochou na vel'mi
tenkej niti a merali rychlost’ jeho stupania. Uz v malej vyske stupal zvislo nahor rov-
nomernym pohybom rychlostouu; = 1,5 m - s,

Potom balénik stiahli nazad, pripevnili nait kovovi retiazku s dizkovou hmotnos-
tou 1= 50 g- m™ adizkou L = 2,5 m. Ret’az bola vol'ne poloZena na ploche, ba-
lonik uvolnili, a zacal stapat’. Stupal, az horny koniec retiazky pripevneny k balo-
niku zastal vo vyske h; = 50 cm.

Potom zacal fukat vietor rychlostou v vo vodorovnom smere a chlapci sa rozhodli
experiment s balénikom s pripevnenou retiazkou opakovat. Stipanie balonika re-
tiazka znova zastavila, ale si¢asne bol balonik unasany v smere vetra, pri¢om retiazku
t'ahal za sebou. Faktor trenia medzi retiazkou a vodorovnou plochou f = 0,45. Odpo-
rova sila vzduchu pri pohybu balénika je priamoumerna druhej mocnine rychlosti
balénika vzhl'adom na okolity vzduch.

a) Nakreslite obrazok baldnika s retiazkou unasaného vetrom. V obrazku zakreslite
vektory sil, ktoré posobia na balonik, a odliSnou formou (inou farbou alebo ciar-
kovane) sily posobiace na lanko. Pohyb sustavy balonik—retiazka stru¢ne opiste.

b) Ur¢te maximalnu rychlost’ v, vetra, pri ktorej sa balonik nebude pohybovat'.

Chlapci zmerali vysku h, horného konca retiazky, pripevnenej k pomaly unaSanému
baléniku. Doma sa rozhodli, Ze si vy$ku h, vypo¢itaju, a vysledok porovnaja s hod-
notou ziskanou meranim. Tvar zavesenej retiazky je dost’ zlozity, nepripominala im
ziadnu znamu krivku, preto sa rozhodli ju skimat’ po vel'mi malych usekoch. Na
obr. A-2 je znazorneny vel'mi maly (elementarny) usek retiazky dizky dl, na ktory

T +dT

\ 4

Obr. A2
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posobia z oboch stran t'ahoveé sily v smere doty¢nice. Tvar retiazky je zakriveny, preto
uhol ¢ medzi doty¢nicou a vodorovnym smerom sa na useku dl zmeni o uhol d¢.

Napisali rovnice rovnovahy sil na elementarnom tiseku retiazky vo vodorovnom
i zvislom smere a z tychto rovnic vyjadrili pomer dT /dy zmeny velkosti T tahovej
sily T pripadajicej na rozdiel vysky dy koncov elementu retiazky. Vyuzili pritom
priblizné vztahy pre maly uhol sindgp = de acosdg = 1.

¢) Uréte pouzitim nazna¢eného postupu vysku h,, v ktorej sa nachadzal horny ko-
niec retiazky pripevneny k baldéniku undSanému vetrom. Rychlost’ vetra je v;.

d) Urcte vysku hs pripevnenia retiazky a rychlost’ pohybu u, baldnika pri rychlosti
1

vetrav, =25m-s™.
3. Zrazka krizkov
Dva rovnaké tenké dokonale pruzné
krazky s polomermi R sa Smykaju
oproti sebe po hladkom vodorovnom
stole rovnako velkymi rychlostami
s velkost'ou vy. Vzdialenost’ priamok,
po ktorych sa pohybuju stredy kruz-
kov, je rovna polomeru R kruzkov
(obr. A-3). Posobenim trenia medzi
povrchmi krazkov sa krazky po zraz-
ke otacaju okolo svojej osi kolmej na Obr: A-3
povrch stola uhlovou rychlostou w.

a) Urcte vel'kost’ v vektorov rychlosti krizkov po zrazke vzhl'adom na dosku stola.
b) Urcte uhlovu rychlost’ @, ktoru ziskaju krazky pri zrazke, a smer ich otacania.
c) Urcte vzdialenost’ d priamok, po ktorych sa pohybuju stredy kriizkov po zrazke.

d) Uréte minimalnu hodnotu d,,, ktort moéze vzdialenost’ d dosiahnut’, a mini-
malnu hodnotu f;, faktora trenia medzi povrchmi kriizkov, pre ktort sa hodnota
d, dosiahne.

e) Urcte pomer p = Q/E, tepla uvolneného pocas zrazky v dosledku trenia a cel-
kovej kinetickej energie krazkov pred zrazkou. Urcte maximalnu hodnotu py,
tohto pomeru.

Ulohu rieste vieobecne a potom &iselne pre hodnoty vy = 50 cm-s~1, f = 0,10
aR=20cm.

Trenie medzi krizkami a stolom neuvazujte. Deformacia kruzkov pocas zrazky
je zanedbateI'ne mala oproti rozmerom krtizkov. Tiez trvanie At zrazky (deformacie)
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je vel'mi kratka, za tento ¢as je posun stredov krizkov nepatrny voci rozmerom kraz-
kov.

4. Elektricka tavna pec

Pri zuslachtovani (legovani) kovov primesami sa ¢asto pouZziva tavenie kovov elek-
trickym pradom. Uvazujme nasledujuci jednoduchy model elektrickej pece. Valcova
pec tvori kovovy obal s vysokou teplotou topenia, vo vnutri vylozeny keramickou
vrstvou s velmi malou tepelnou vodivostou. Na celom dne pece je plocha valcova
elektroda z kovu s vel'mi vysokou teplotou topenia. Horna rovnaka elektroda je
v kontakte s hornym povrchom taveného telesa (ingotu) a moze sa posuvat’ vo zvis-
lom smere. Na zaciatku sa do pece vlozi hortce valcové kovové teleso s vyskou
h; = 2,5 m, priemerom d; = 120 cm a teplotou t; = 200 °C. Medzi stenou pece
a povrchom vkladaného valca je medzera, obr. A—4 (a), ktora sa uplne vyplni pri
zohrievani telesa na teplotu topenia, obr. A—4 (b).

Elektrody st pripojené cez spinac na zdroj konstantného elektrického napitia,
pricom medzi elektrodami sa udrziava napétie U, = 3,0 V.

Po zapnuti spinaca sa v kove uvolniuje teplo, ktoré spdsobi zohriatie a topenie
kovu. Pre jednoduchost’ predpokladajte, Ze zohriatie ingotu je v celom objeme rov-
nomerné, a pri taveni sa roztavena vrstva kovu vytvara zhora nadol. V peci tak
vznika na vrchu valcova vrstva tekutého kovu. Predpokladajte d’alej, Ze rozhranie
valca pevného a kvapalného kovu je rovinné a vodorovné.

Jedna z moznosti uréenia stavu roztapania kovu spociva v merani ¢asu tavby.

a) Uréte dobu 7y, za ktoru kovové teleso dosiahne teplotu topenia t, = 660 °C,
adobu 7, (od okamihu dosiahnutia teploty t,), za ktora sa celé kovové teleso
roztopi.

Druha moznost’ urcenia stavu roztapania kovu spociva v sledovani zvislého pohybu
hornej elektrody.

b) Odvodte vztah pre posunutie dhornej elektrody zo zaciato¢nej polohy ako funk-
ciu hrubky x vrstvy tekutého kovu. Uréte maximalne posunutie d,,, ktoré zodpo-
veda roztopeniu celého ingotu.

Tretia moZznost’ sledovania stavu roztapania kovu spociva v sledovani vykonu zdroja
elektrického napétia a celkovej dodanej elektrickej energie.

¢) Odvodte vztah pre vykon P zdroja elektrického napitia ako funkciu x. Urcte
vykon P; zdroja v okamihu zopnutia spina¢a, vykon P, v okamihu dosiahnutia
teploty topenia t, a vykon P; v okamihu roztopenia celého kovového telesa.
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| plavajuca elektroda

kvapalna Cast’

pevna Cast’

kovovy obal

\ X keramicka vlozka
pevna elektroda

@ -t (b) -t
Obr. A4

Pri rieSeni pouZzite materialové konstanty:

pre pevné skupenstvo kovu: hustota p, = 2,70 x 10° kg - m= (pre t, = 0 °C), ko-
eficient dizkovej teplotnej roztaznosti g, = 23,1 x 107° K1, hmotnostna tepelna ka-
pacitac = 896 ] - K1 - kg1, hmotnostné skupenské teplo topenia [, = 399 k] - kg%,
elektricka rezistivita pp, = 28,2 nQ - m (pre t, = 0 °C), koeficient teplotnej zavis-
losti odporu g = 4,0 x 103 K,

pre kvapalné skupenstvo kovu s teplotou t, = 660 °C:

hustota p,, = 2,38 x 10% kg - m3, elektricka rezistivita prx = 245 nQ - m.

Predpokladajte, ze obsah nadoby pece (kov a tavenina) je dokonale tepelne izolo-
vany od okolia a tepelna kapacita elektrod i stien pece je velmi mala v porovnani
s tepelnou kapacitou kovu v peci. Dalej predpokladajte, Ze zohrievanie obsahu pece
je pomalé, takze cely obsah pece ma v danom okamihu rovnaku teplotu. Hodnoty c,
a1, @ ag povazujte za teplotne nezavislé konstanty. Odpor privodnych vodic¢ov neu-
vazujte.

Pozn.: Uvazujte teplotné zavislosti rozmerov, hustoty a rezistivity ingotu. Odévod-
nenym zjednodusenim prevedte, v pripade potreby, integrované funkcie na linearny
tvar. Moze byt aj uzitocny vysledok integralu

t, 1+at _ E 1+bt, a _ p v
ftl bt dt = 3 In ot + (t, — ty), kde a, b su konstanty.
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5. Kyvajuca sa SoSovka

Priamka p splyva s optickou osou tenkej spojnej SosSovky s ohniskovou vzdialenos-
tou f = 25 cm. Na priamke p sa nachadza bodovy zdroj svetla Z, obr. A-5 (a),
vo vzdialenosti a; = 40 cm od Sosovky.

a) Prekreslite obrazok A-5(a) a zostrojte v fiom obraz Z' zdroja. Uréte obrazovi

(a) (b)

Obr. A5

vzdialenost’ by zdroja vypoctom a vysledok porovnajte s udajom z obrazku.

Sosovku zaéneme naklanat’ tak, Ze jej opticka os zviera s priamkou p uhol ¢ a stred
SoSovky zostava na povodnom mieste vo vzdialenosti a, od zdroja Z, obr. A-5(b).

b) Zostrojte obraz Z"' zdroja Z $osovkou naklonenou o uhol & = 15°, uréte vzdiale-
nost’ x obrazu Z"’ od obrazu Z' a tuto hodnotu overte vypoc¢tom.

c) Sosovka sa zagne periodicky vychylovat podla harmonickej zavislosti
a = ay sin(wt), kde a, = 5°aw = 6,28 rad - s1. Uved'te vzt'ahy pre ¢asovi
zavislost’ vychylky x a rychlosti v pohybu obrazu Z" okolo polohy obrazu Z'.
Zostrojte grafy tychto casovych zavislosti.

d) Ur¢te minimalnu hodnotu x; a maximalnu hodnotu x, vychylky x. Uréte maxi-
malnu hodnotu v;, minimalnu hodnotu v, rychlosti v a uhly a; a «,, pri ktorych
rychlost’ v tieto hodnoty dosahuje.

Pozn.: Pre uhly o < 5° platia s dostatocnou presnostou vztahy sina =~ aacosa = 1.
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6. Ziarenie Vavilova — Cerenkova

Ak sa Castica s elektrickym nabojom po-
hybuje v priezratnom prostredi rychlos-
tou vacSou, ako je rychlost svetla v tomto
prostredi, dochadza k tzv. Vavilovmu-Ce-
renkovovmu javu. Priezratné prostredie
vybudené elektricky nabitou casticou
emituje svetelné ziarenie, a nakol’ko Cas-
tica sa pohybuje rychlejSie ako svetlo
vV danom prostredi, vilnovy front Ziarenia
nadobuda kuzelovity tvar obdobne, ako Obr. A-6

ked teleso pohybujuce sa vo vzduchu

rychlejsie ako rychlost’ zvuku vytvara razovu akusticku vinu v podobe Machovho
kuzela.

Uvazujte Siroky zvizok relativistickych elektronov, ktory sa $iri vo vrstve vody.
Za vrstvou vody sa nachadza spojna SoSovka a Vv jej ohniskovej rovine tienidlo,
obr. A—6. Elektrony su emitované z katody K a urychl'uju sa medzi anédou A a ka-
todou K elektrickym napatim U. Predpokladajte, Ze na vystupe urychlovaca sa
vietky elektrony pohybuju rovnakou rychlostou a v rovnakom smere kolmo na po-
vrch vrstvy vody.

urychl'ovaé SoSovka
voda tienidlo

a) Ur¢te minimalne urychlovacie napétie Uy, aby vo vrstve vody nastal Vavilovov-
Cerenkovov jav, a zodpovedajiucu hybnost’ p,, a energiu E, elektronov na vy-
stupe urychl'ovaca. Energiu vyjadrite v jednotkach J a eV.

b) Dokazte, Ze ak maju vSetky elektrony zvizku vo vode rovnaku energiu E = kE,,,
kde k > 1, obrazec, ktory vznika na tienidle je kruZnica. Urlte polomer tejto
kruznice.

Ulohu rieste vieobecne a potom pre hodnoty: k = 2, index lomu vody n = 1,33; hmot-
nost” elektronu m = 9,1 x 10731 kg, naboj elektronu e = —1,6 X 10719 ¢, rychlost’
svetla vo vakuu ¢ = 3,0 X 108 m - s 71, ohniskové vzdialenost’ $osovky f = 15 cm.
Pozn.: Hmotnost elektronu m sa s rychlostou nemeni (niekedy sa preto nazyva in-
variantnd, ¢i pokojova). V popularnej literatire sa ale casto pouziva pojem ,,relati-
vistickda hmotnost'* pre oznacenie vyrazu m, = m//1 — v?/c?, ktord s rychlostou
v elektronu rastie.
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7. Ziarenie vlakna Ziarovky — experimentdlna uiloha

— Vlékno Zziarovky sa priblizne sprava ako Cierne
teleso, intenzita vyzarovania vldkna je urCena

Stefanovym-Boltzmannovym zakonom

T— P
T ® Hy = — = oT*,

S

kde @, je ziarivy tok, S je velkost ziariacej
plochy, c=5,67 X 1078 W-m™2-K™* je Ste-
fanova-Boltzmannova konstanta a T predstavuje
termodynamick teplotu Ziariacej plochy.

Ziarivy tok Ziarovky ®, je prakticky rovnaky ako jej elektricky prikon P = UI.

Predpokladajte, ze zavislost’ odporu vldkna ziarovky od teploty je priblizne
linearna a mozete ju vyjadrit’ vztahom R = R{(1 + aAt),

kde R; je odpor pri vztaznej teplote t;, At =t —t; je zmena teploty a « je
teplotny sucinitel’ odporu. Ak zvolime vztaznu teplotu medzi 15 °C a 25°C, ma
wolframovy drot, z ktorého je vyrobené vlakno Ziarovky, teplotny stcinitel’ odporu
a=44x%x10"3K™1. V tlohe pouzite mali Ziarovku s menovitymi hodnotami
napétia a pradu U, =24V, I, = 0,1 A, ktord sa bezne predava v predajniach
elektrotechnickych suciastok.
Ulohy:

Obr. A—7

a) V zapojeni podla schémy na obrazku A—7 odmerajte zavislost' ziarovkou
prechadzajiiceho pridu od napétia na ziarovke. Z vysledkov merani urcte, ako sa
meni s narastajucim napatim prikon Ziarovky a odpor jej vldkna.

b) Zostrojte graf zavislosti odporu ziarovky od napétia. Z grafu stanovte odpor
vlakna pri nulovom napéti, pri ktorom je teplota vlakna rovnaka ako teplota
okolia.

c) Urcte, ako sa meni teplota vlakna ziarovky s narastajiicim napdtim. Potrebny
vzt'ah odvod’te. Za vztaznl teplotu zvol'te teplotu laboratoria.

d) Overte, ze pri napéti va¢Som ako 5 V, kedy sa takmer cela dodana energia vyziari,
je pomer P /T* konstantny.

e) Stanovte plo$ny obsah Casti povrchu dokonale Cierneho telesa, ktoré by pri
zistenych teplotach Ziarila rovnako ako dana Ziarovka.

Poznamka:
Prva ¢ast merania (do 1 V) slizi predovsetkym na urcenie odporu ziarovky Ry pri
teplote okolia; v druhej casti (od 5 V) overime Stefanov-Boltzmannov zdkon.
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Vysledky merani a vypoctov zapiste do tabul’ky:

v/v 1005(01]02|03]05]10(50] 10| 15 | 20 | 25
I/mA
R/Q
P/W
T/K
P/T*

Kategoria B

1. Pohyb Mesiaca

Sustava Zeme a Mesiaca je si¢ast'ou Slnecnej sustavy a okolo Sinka obieha pri-
blizne po kruznicovej trajektorii. Stredna vzdialenost’ Zeme od Slnka definuje jednu
z astronomickych jednotiek dizky — AU (astronomicka jednotka).

a) Vyjadrite AU pomocou zakladnej jednotky dizky v stistave SI. Uved’te d’alsie dve
vicsie jednotky dlzky pouzivané v astrondmii. Uved’te ich definiciu a ¢iselnu
hodnotu v jednotkach AU.

Zem neobieha okolo Slnka ako samostatné teleso, ale ako sGistava Zem—Mesiac. Tra-
jektoria stredu Zeme a stredu Mesiaca v heliocentrickej stistave st pomerne zlozité,
nakol’ko obiehaju jeden spolo¢ny bod T.

b) Uréte polohu bodu T, ktorého trajektoria okolo Slnka v heliocentrickej sustave je
jednoducha kruznica. Polohu uréte vzhl'adom na stred Zeme.

Sledujte ststavu Zem—Mesiac v heliocentrickej vzt'aznej sustave (zaciatok v strede
Slnka a osi smeruju k vzdialenym hviezdam). Mesiac obieha okolo bodu T, ktory sa
pohybuje okolo Slnka.

c) Urcte dobu Ty obehu Mesiaca okolo bodu T vzhl'adom na vzdialené hviezdy (si-
dericku dobu obehu).

d) Uréte maximalnu a minimalnu rychlost’ Mesiaca v heliocentrickej vztaznej si-
stave.

e) Nakreslite obrazok a zakreslite v iom SInko a Zem. Do obrazku zakreslite polohy
Mesiaca v splne a v nove. Urcte polomery krivosti 7oy @ Tspin trajektorie Me-
siaca v heliocentrickej sustave v jednotkach AU. Polohy stredov Kkrivosti zakres-
lite priblizne do obrazku.
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Predpokladajte, Ze bod T obicha okolo Slnka po kruZznicovej trajektorii, a v tej istej
rovine obieha Mesiac a Zem okolo bodu T. Predpokladajte, Ze v ststave bodu T su
trajektorie Zeme aj Mesiaca kruZnice.

Potrebné ¢iselné hodnoty vyhl'adajte vo vhodnych informacnych zdrojoch (ta-
bulky, internet, atd’.). Ulohu rieste vieobecne, potom pre pozadované hodnoty.

2. Rovnovazna poloha
Dve malé ocelové gulocky (1)
a(2) s hmotnostami m; =1,00g
am, = 0,60 g suspojené 'ahkou pevnou
tyckou s dizkou | = 35 cm, ktorej hmot-
nost’ je v porovnani s hmotnostami gu-
Pocok vel'mi mala. Tato sustavu vlo-
zime do pravouhlej krabice s hladkymi
‘ pevnymi stenami, ktora je upevnena na
0 vodorovnej podlozke tak, ze jedna jej
Obr.B-1 stena zviera s podlozkou uhol a = 30°,
obr. B-1. Vzdialenost’ gul'd6¢ky (1) od

hrany O krabice oznacime a.

a) Urcte potencidlnu energiu E}, sustavy gul6¢ok vzh'adom na vodorovni podlozku
ako funkciu pomeru p = a/l.

b) Zostrojte graf E,, ako funkciu pomeru p.

) Vypoétom uréte pomer a/l dizok, pri ktorom je ststava v rovnovaznej polohe
a vysledok porovnajte s hodnotou ziskanou z grafu.

d) Uréte, ¢i rovnovazna poloha je stabilna alebo nestabilna.

T J Rozmery gul'6¢ok povazujte za vel'mi malé v porov-
3y nani s dizkou | a povazujte ich za hmotné body. Trenie
medzi gul6¢kami a stenami krabice neuvazujte. Ulohu
rieSte vS§eobecne, potom pre zadané hodnoty.

\

AN

3. Kruhovy dej 1
Na obr. B-2 je T-V diagram termodynamického deja
s idedlnym plynom, s jednoatomovymi molekulami hé-
Vs lia He s latkovym mnozstvom n = 2,0 mol. Zaciato¢na
o) v teplota T; = 250K, zaCiato¢ny objem V; =4,5L
Obr. B2 a ucéinnost’ tohto deja 17 = 8,0 %.
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Pomer k = T, /T, teplot v stavoch 4 a 2 je rovnaky, ako pomer k = T, /T, teplot
v stavoch 2 a 1.

a) Uréte pomer k.
b) Uréte teplotu T, Vv stave 4.
¢) Uréte tlak p; a p3 v stavoch 1 a 3.

Ulohu rieste vieobecne, potom pre zadané hodnoty.

4. Temperovanie vody v akvariu

Chlapci robili pokus so zohrievanim a chladenim vody vo vanicke akvaria s roz-
mermi podstavy a = 30 cm, b = 20 cm a vySkou h = 25 cm. Potrebovali zistit’,
aky prikon musi mat’ ponorny elektricky ohrievac, aby sa udrzala vo vanicke stala
teplota t; = 27 °C, potrebna pre chov rybiciek. Pokus robili v miestnosti s teplotou
vzduchu t, = 20 °C. Vani¢ku postavili na tepelne izola¢nt dosku z penového polys-
tyrénu a rovnakou doskou vanicku prikryli. Vanicku naplnili az po okraj vodou s tep-
lotou t; = 40 °C a pozorovali zmenu teploty vody s ¢asom. Teplota vody vo vanicke
sa zmenila 0 At; = —2,0 °C (poklesla) za dobu 7; = 5,0 min. Predpokladajte, ze te-
pelny tok bo¢nymi stenami vani¢ky je priamotmerny rozdielu teplot t vody vo va-
nicke a ty v izbe.

a) Uréte dobu 7, od zadiatku merania, za ktoru klesne teplota t vody vo vanicke
na hodnotu t, = 25 °C.

Potom do vody vo vanicke ponorili ponorny ohrievaé s prikonom P = 500 W a pri-
pojili ho k zdroju elektrického napétia U = 230 V. Po dlhSom case sa ustalila teplota
vody Vo vani¢ke na hodnote t; = 45 °C.

b) Uréte odpor R, ohrievaéa pocas zohrievania vody.

Chlapci ale potrebovali dosiahnut’ prevadzkovu teplotu v akvariu tg = 27 °C. Ked'ze
iny zdroj nemali, rozhodli sa, Ze vykon ohrievaca prispdsobia zaradenim predrad-
ného rezistora do série s ohrievacom.

c) Urcte odpor R predradného rezistora, aby sa udrziavala pozadovana konstantna
teplota vody t,.

Do vanicky naliali vodu s teplotou t, a zapli ohrievac so skratovanym (vyradenym)
predradnym rezistorom.

d) Uréte ¢as 73, za ktory sa voda zohreje na teplotu t a pri ktorej chlapci opat’ zara-
dia predradny rezistor, aby sa tato teplota uz d’alej nemenila.



44

Predpokladajte, ze v celom objeme vody je rovnaka teplota, tepelna kapacita ohrie-
vaca i stien vanicky je zanedbatel'ne mala a odpor ohrievaca nezavisi od prechadza-
juceho pradu. Ulohu rieSte vSeobecne, potom pre zadané hodnoty.

Pozn.: Rovnica (x — a)dy = b dx vedie na integrdl%f)iz dy = xxlz xdea ,
a navysledok %(yz —¥1)=1In ii—_z
5. Obvod s kondenzatorom 4
Zostavili sme elektricky obvod podla schémy
na obr. B3, ktory pozostava zo zdroja Z elek- R, Ry
trického napétia Uz, Styroch rezistorov s 0od- R
pormi R; az R,, Kkapacitora s kapacitou C 4
a dvoch spinacov Sq, S,. lc ¢ U
Sledujeme nabijanie a vybijanie kapaci- l ¢
tora. Na zaciatku je obvod v ustalenom stave Ry C
S vypnutymi spinaémi Sy, S,. Potom zapneme ——e
spinac S;. 1 2 S, 3
a) Urcte prud I, zdroja Z v okamihu zapnu- e || z
tia, prad I, po ustaleni napétia U, na ka- S, <— ||
pacitore a napitie Ug, . L, —»
Uz

b) Uréte prad I, prechadzajtci kapacitorom
v okamihu zapnutia spinaca S; a dobu 7, Obr. B3
za ktoril by sa kapacitor nabil na napitie
Ucy pradom I, . Tato doba sa nazyva casovd konstanta nabijania (pri vypnutom
spinaci S,).

Pri zapnutom spinaci S; zapneme spinac S,.

¢) Uréte prud I3 zdroja v okamihu zapnutia spinaca S,, prad Iz, po ustaleni napitia
kapacitora Uc, a napitie Uc,.

d) Urcte prud I, prechadzajici kapacitorom v okamihu zapnutia spinaca S, a ¢as
7,, za ktory by sa pradom /¢, zmenilo napitie kapacitora na ustalenti hodnotu
U C2:

Nakoniec vypneme spinac S;.

e) Uréte prad I3 prechadzajici kapacitorom v okamihu vypnutia spinaca S, vy-
sledné ustalené napétie Uq; na kapacitore a ¢as 73, za ktory by sa zmenilo napétie
na kapacitore na vyslednt ustalent hodnotu Ugz pri prade I¢s.

Pre jednotlivé pripady nakreslite prislusné schémy zapojenia.
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Rieste vSeobecne, a potom pre hodnoty:
UZ=12VaR,=R,=R;=R, =R =150Q, C = 200 uF.

6. Separacia ionov

Pri vysokoteplotnom spal’ovani odpadovych latok dochddza k ionizacii atdbmov spal’o-
vanej latky a k oddeleniu jednotlivych ionizovanych atomov. Na analyzu pritomnosti
niektorych Tahkych kovov v spalovanych latkach mozno pouzit' zariadenie
na obr. B—4. Otvorom v spal'ovacej piecke s emitované iony réznych prvkov. V emi-
tovanom zvézku sa nachddzajt aj kladné i6ny niektorych ionizovanych kovov (atdbmov
zbavenych valenénych elektronov — uvazujte jednomocné alebo dvojmocné iony prv-
kov z prvého a druhého stipca periodickej tabulky). Zvizok iénov sa najprv urychl'uje
Vv linearnom elektrickom urychl'ovaéi a iény sa potom oddel’'uju v magnetickom sepa-
ratore. V linearnom urychl'ovaci sa i6ny pohybuji medzi anédou A a katdédou K, me-
dzi ktorymi je elektrické napitie U = 40 kV. Magneticky separator tvori dvojica sil-
nych valcovych magnetov s polomerom R = 60 mm umiestnenych nad sebou a od-
delenych medzerou. I6ny prechadzaju medzerou v rovine kolmej na os valcov. V me-
dzere medzi magnetmi je homogénne magnetické pole s indukciou B = 0,5 T.

urychlovaé iony
piecka L»
U ‘ X B
A K magnet

Obr. B4

Rychlost’ v, i6nov vystupujtcich z piecky je podstatne mensia od rychlosti v na vy-

stupe urychl'ovaca. I6ny po urychleni vstupuju do separatora kolmo na os magnetov

a vystupuju z neho pod ré6znymi uhlami ¢. Zo zmeranych uhlov & mozno ur¢it’ druh

ionu.

a) Uréte rychlost’ v ionu na vystupe elektrického urychl'ovaéa, ak ion ma hmotnost’
m a elektricky naboj ze, kde z je mocenstvo i6nu a e elementarny naboj.

b) Uréte uhol « vychylenia i6nu v separatore z pdvodného smeru, a hmotnost’ m
i6nu zodpovedajicu tomuto uhlu «.
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¢) Medzi separovanymi ionmi vystupujucimi zo separatora boli zistené vyrazné ma-
xima s uhlami odchylenia o = 24,5°, o, = 18,7°, a3 = 33,5° a o4 = 26,2°.
Uréte, o aké iony ide? Aky uhol vychylenia oy zodpoveda ionu H*?

Ulohu riete vieobecne, potom pre pozadované hodnoty.

7. Magnetické pole Zeme — experimentdlna viloha
Indukcia magnetického pola dlhého priameho pridovodica je v kazdom bode
okolitého priestoru kolma na smer prudovodi¢a a ma velkost B = g, I/(2mr), kde
L, je permeabilita vakua, I je prid vo vodi¢i a r je kolma vzdialenost’ bodu od
vodica.
Uloha:
Meranim overte zavislost’ indukcie magnetického pol'a dlhého priameho vodica,
ktorym prechéadza elektricky prud, od vzdialenosti od osi vodica.
Metdda merania:
Pri merani vyuzite magnetické pole Zeme a skutocnost’, Ze vol'ne oto¢na magnetka
sa vzdy nastavi do smeru vysledného magnetického pol'a. Magnetku vytvorte tak, ze
do nadobky (nie kovovej!) s vodou opatrne vlozite malu zmagnetizovanu ihlu tak,
aby zostala plavat’. Magnetka sa natoci do smeru horizontalnej zlozky magnetického
pola Zeme. Pod misku podlozte papierovy kotu¢, na ktory si zakreslite uhlovi
stupnicu. Mo6Zete pouzit’ aj kompas s uhlomernou stupnicou.

Kolmo nahor nad magnetku umiestnite dlhy medeny vodic (priblizne 1,5 m dlhy
S priemerom 1 az 2 mm) upevneny na drevenu ty¢. Vodi¢ pripojte ku zdroju
kons§tantného elektrického napétia cez reostat na regulaciu pradu vodicom
a ampérmeter na meranie prudu. Ty¢ nastavte pri odpojenom zdroji do smeru
magnetky. Po zapnuti zdroja sa vytvori magnetické pole vodica, ktoré je kolmé na
smer magnetického pol'a Zeme a v dosledku toho sa magnetka vychyli z povodného
smeru o0 uhol ¢, pre ktory plati tan ¢ = B /By, kde By je horizontalna zlozka indukcie
zemského magnetického pol'a. Nastavujte rozne vzdialenosti r vodi¢a od magnetky
a ku kazdej zmerajte uhol ¢. Vysledky zostavte do tabul’ky a zakreslite do grafu,
pricom na vodorovnu os vyneste hodnoty 1/r, na zvisla os hodnoty tan ¢.

Podl’a tedrie by mali jednotlivé body lezat’ na priamke. Odchylky od priamky
zdovodnite.

Zo smernice priamky uréte na zaklade zmeraného prudu horizontalnu zlozku
magnetickej indukcie By.

Pozn.: Prud nastavte tak, aby bol uhol dobre meratelny a pocas merania ho
udrziavajte konsStantny. Vzdialenost' r mente v rozsahu od 5 cm do 15 cm, pripadne
&j vdacsom.

Ulohu mézete vhodne modifikovat’ v zavislosti od dostupnych pomocok.
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Kategoria C

1. Kor¢uliar
Korculiar trénoval na vel'kom zamrznutom jazere, kde mal vytvorenu dlhu priamu
trat’. Prvé &ast’ trate mala dizku s; = 450 m. Tato &ast’ jazdil konstantnou rychlost'ou
v4. Potom volne dobiehal az do zastavenia s konStantnym zrychlenim velkosti
a = 0,50 m - s 2. Jazdu opakoval pre rozne konstantné rychlosti v;, ktorymi precha-
dzal prvy tsek trate. Zistil, Ze celkovy ¢as t. pohybu na celej trati aZz do zastavenia
zavisel od rychlosti v; rovnomerného pohybu v prvej Casti trate.

Zistil, ze pri urcitej hodnote vy, rychlosti v; bola hodnota ¢asu t. minimalna
(tem)-
a) Zostrojte graf Casu t. ako funkciu rychlosti v;.

b) Z grafu uréte rychlost’ vy, pre ktoru je ¢as t. minimalny, a celkovy ¢as t., po-
hybu korculiara v tomto pripade. Hodnoty v;,, a t¢my, uréte vypoctom a vysledok
porovnajte s hodnotami uréenymi z grafu.

c) Urcte celkovi drahu sy, ktort korculiar za ¢as t., presiel.

Pozn.: Dbajte na dodrzanie vsetkych pravidiel pre spravnu konstrukciu grafu.

2. Pluto a Charon

Astronomické pozorovania planéty Pluto, kedysi poslednej planéty Slnecnej sustavy,

dnes predstavitel'a skupiny tzv. trpasli¢ich planét, nam za ostatné roky poskytli nie-

ktoré zaujimavé informacie:

— Pluto pozorujeme zo Zeme v tvare malého kotuca suhlovym priemerom
B =0,084" (oblukovych sekind).

— Vroku 1978 bol objaveny Charon, sprievodca planéty Pluto, ktory zo Zeme vi-
dime ako koti¢ s uhlovym priemerom y = 0,043".

— Zlozenie, Struktira a hustota oboch telies su rovnaké.

— Najvicsia uhlové vzdialenost medzi Plutom a Charonom pozorovana zo Zeme
a=10,70".

— Doba obehu Chérona okolo Pluta je rovna dobe rotacie Charona okolo vlastnej
0si aj dobe rotacie Pluta okolo vlastnej osi T = 6,4 diia (viazand, resp. synchro-
nizovana rotacia).

— Sustava Pluto — Chéaron rotuje okolo spolo¢ného hmotného stredu.

—  Priemerna vzdialenost’ Pluta od Slnka R = 5,8 x 10° km.

Pomocou uvedenych informacii vyrieste nasledujuce tlohy.
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a) Uréte pomer p = Mpc/Myz hmotnosti Mpc ststavy Pluto - Charon a hmotnosti
Zeme My. Hmotnost Zeme My uréte zo znameho polomeru Zeme
Rz = 6 400 km, zrychlenia vol'ného padu pri povrchu Zeme g = 9,8 m - s 2,

b) Uréte priemernu hustotu dvojice Pluto, Charon.

¢) Urcte dobu Tp obehu Pluta okolo Sinka, ak poznate polomer orbitalnej trajektorie
Zeme okolo SInka Rzg = 1,5 X 108 km.

Ulohu rieste vieobecne a potom pre dané hodnoty. G = 6,67 x 10711 N - kg2 - m?.

Predpokladajte, ze vsetky telesa sit homogénne gule a vSetky telesa sa pohybuju po
kruznicovych trajektoriach. Uvazujte vzdialenost’ Rzp Pluta od Zeme priblizne rov-
naku ako vzdialenost’ R Pluta od Sinka.

Pozn.: Pluto a Chdron sa vzajomne obiehaju v rovine, ktord je skoro kolma na ek-
liptiku Slnecnej sustavy.

3. Pohyb s trenim

Na vodorovnej podlozke sa nachadza
pevna plastova polgula. Polgula sa méze
po podlozke Smykat’. Faktor trenia medzi
polgulou a podlozkou oznac¢ime f. Na vr-
chole polgule je polozené teliesko, ktoré
sa malym impulzom uvedie do kizavého

pohybu po povrchu polgule. Trenie medzi
Obr. C-1 telieskom a povrchom gule je vel'mi malé

a mozno ho zanedbat’. Postupny pohyb te-

lieska po povrchu polgule opisuje uhol a

medzi sprievodic¢om, ktory prechadza stredom polgule, a zvislym smerom, obr. C-1.

a) Nakreslite, za predpokladu, Zze gul’a sa eSte nepohla, obrazok polgule s telieskom,
ktoré sa kiZe po jej povrchu. Do obrazku nakreslite vektory sil posobiacich na
teliesko a odlisnym spdsobom (inou farbou alebo ¢iarkovane) vektory sil, ktoré
posobia na polgulu. Jednotlivé sily, ako aj pohyby telieska a polgule strucne
opiste.

b) Uréte uhol ayy,, pri ktorom teliesko strati kontakt s polgul’ou za predpokladu, Ze
sa polgul’a na podlozke nepohybuje.

Pri uréitych podmienkach sa polgula na podlozke prekizne pocas pohybu telieska po
jej povrchu.
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¢) Polgul'a sa zacne pohybovat’, ked” uhol « telieska dosiahne hodnotu a,. Urcte
faktor trenia f ako funkciu uhla o, pre dany pomer p = M /m hmotnosti polgule
a hmotnosti telieska.

d) Zostrojte graf zavislosti faktora trenia f od uhla o, pre pomer p = 5. Z grafu
urcte maximalnu hodnotu f,,, pri ktorej sa eSte polgula pohne. Urcte aj pri-
slusny uhol a,, pri ktorom sa to stane.

e) Z grafu urcte uhol a, pri ktorom dojde k pohybu polgule pre dany pomer hmot-
nosti telies a dve hodnoty faktora trenia f; = 0,04 a f, = 0,06.

4. Plyn v spojenych nadobach

Dve nadoby s rovnakym objemom V = 5,0 [ st spojené kratkou rarkou s ventilom.
Najskor je ventil zatvoreny. V jednej nadobe sa nachddza hélium He s latkovym
mnozstvom n; = 0,10 mol a tlakom p; = 50 kPa, v druhej dusik N, s latkovym
mnozstvom n, = 0,15 mol a tlakom p, = 0,10 MPa. Po otvoreni ventilu sa plyny
za¢nu pomaly premiesavat’. V kone¢nom ustalenom stave s vyslednou teplotou t; su
obe nadoby naplnené homogénnou zmesou plynov.

a) Urcte teploty t; a t, plynov pred otvorenim ventilu. Teploty vyjadrite v °C.
b) Uréte tlak p5 a teplotu t; zmesi plynov po ustaleni rovnovazneho stavu.

Predpokladajte, ze steny nadob, rarka a ventil nevedu teplo. Objem rarky neuva-
Zujte.

5. Elektricka poduska
Sikovny dedko sa rozhodol vyrobit’ babke na
sedenie vyhrievan deCku. Navrhol vlozit’ do
kruhovej textilnej podlozky Sestuholnikovu
siet’ z odporového drétu, usporiadant podl'a
obr. C-2. Dizka strany a = 20 cm. Mal k dis-
pozicii odporovy drét s dizkovym odporom
r=20Q-m™ azdroj napitia U =12V.
Zdroj chceel pripojit k uzlom AaD siete.
Svojho vnuka, ktory navstevoval gymnazium,
poziadal o odpoved na niektoré otazky. Obr. C-=2
Spolu s vnukom rieste nasledujuce tlohy:

odporova siet’ extilna poduska

a) Uréte tepelny vykon P celej siete.

b) Uréte tepelny vykon uvolneny v jednotlivych vetvach AS, AF, FS a FE a na za-
klade vysledkov posud’te ohrievanie celej plochy podusky.
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Pozn.: Pred riesenim uloh si elektricki siet' vhodne prekreslite a uvazte symetriu ob-
vodu vzhladom na os AD.

6. Chladenie plechu

Pri vyrobe ocel'ového plechu sa pouzivaju valcovacie stolice, ktorymi sa postupne
rozzeraveny hranol meni na stale tensi pas, postupne az na pas plechu pozadovanej
hrubky. Cely proces mozno sledovat’ na videu: (1659) How It's Made (CZ Dabing)
- Nerezova Ocel - YouTube. Pocas valcovania teplota ocele klesa. Vysledny plech
eSte znacnej teploty treba ochladit’ na kone¢nu teplotu pre navinutie na cievku pre
skladovanie.

chladiaca voda

plech

postivanie pasu

Obr. C-3

Z valcovacieho stroja vychadza dlhy pas ocelového plechu s Sirkou d = 2,0 m
a hrubkou h = 4,0 mm. Teplota vystupujiiceho pasu je t, = 500 °C. Pas opust’a val-
covaci stroj konstantnou rychlostou v = 0,50 m - s . P4s sa ochladzuje sprchova-
nim vodou s teplotou t; = 20 °C, obr. C-3. Chladiace zariadenie pozostava zo si-
stavy rovnobeznych rarok s otvormi, z ktorych strieka voda na hortci plech. Pri pre-
chode pod sprchou sa plech postupne ochladzuje na vysledn teplotu t, = 150 °C.
Vsetka voda dopadajiica na zeravy plech sa premeni na paru.

Urcte objemovy prietok vody g v chladiacom zariadeni.

Potrebné konstanty vyhladajte v tabul’kach.

7. VySetrovanie kmitov fyzikdlneho kyvadla — experimentdlna iiloha
V svojom okoli pozorujeme najroznejsie predmety, ktoré kmitaji okolo bodu alebo
osi zavesu ako fyzikalne kyvadlo.


https://www.youtube.com/watch?v=7IfwNGlGuQk
https://www.youtube.com/watch?v=7IfwNGlGuQk
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Ulohy:

a) Vytvorte fyzikalne kyvadlo pomocou dlhej tenkej ty¢e (napr. drevenej). Do tyce
vyvitajte malé dierky, alebo ty¢ prepichnite ihlou, takze dostanete sériu otvorov
pre umiestnenie osi otaania kyvadla. Na ty¢i oznacte polohu taZiska a zmerajte
vzdialenosti r, otvorov pre osku od taziska.

b) Odvodte vSeobecny vztah pre dobu kmitu fyzikalneho kyvadla a vztah upravte
pre pripad kyvadla tvoreného tenkou tycou, kmitajucou okolo I'ubovolnej osi
kolmej na tyc.

c) Pre vasu ty¢ dizky L zostrojte graf teoretickej zavislosti doby kmitu T od
vzdialenosti r osi otacania od t'aziska tyce.

d) Odmerajte dobu kmitu kyvadla pre r6zne polohy osi ota¢ania (zvolte min. 10
poldh osi pozdiZ jednej polovice tyée) a vysledky vyneste do grafu s krivkou
teoretickej zavislosti. Posud'te suhlas vysledkov merania s teoretickym
vypoctom. Z krivky urcte minimdlnu periodu T, ajej zodpovedajicu
vzdialenost’ d,, osi otd¢ania od t'aziska.

e) Z nameranych hodn6t uréte moment zotrvaénosti ty¢e vzh'adom na os kolmu na
ty¢ a prechadzajucu taziskom. Vysledok porovnajte s hodnotu vypocitanou
Z teoretického vztahu I, = (1/12) mL?.

Pozn.:Otvory urobte ¢o najmensie, aby nenarusili vyznamne homogenitu tyce.
Vzhladom na presnost merania urcte periodu z merania casu dostatocne velkého
poctu kmitov kyvadla.

Kategoria D

1. Vzt’azné sustavy

Cely rad astronomickych ukazov stvisi s pohybom Galaxie, Slnka, Zeme a Mesiaca
vo vesmire. Astronomovia zistili, ze Slne¢na sustava obieha okolo centra Galaxie
priblizne rychlostou vg = 220 km - s~ s dobou obehu Ts ~ 240 milidénov rokov.

a) Urcte pribliznt vzdialenost’ rgg Slnka od centra Galaxie. Vzdialenost’ vyjadrite
Vv jednotkach ly (light year = svetelny rok).

b) Z pohybu Sinka urc¢te hmotnost’ Galaxie, ak predpokladate, ze takmer celda hmota
Galaxie je sustredena v jej centralnej oblasti. Vysledok porovnajte s udavanou
hodnotou (napr. na internete) a rozdiel zdévodnite.

Pre opis dejov pouzivame vztazné ststavy, medzi ktorymi maji osobitny vyznam
inercidlne vztazné sustavy, pre ktoré boli vyslovené Newtonove pohybové zakony.
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Casto pouzivame laboratornu vztazni sustavu, pevne spojenii so zemskym po-
vrchom.

c) Urcte zotrvaéné sily, ktoré posobia na teleso jednotkovej hmotnosti, v désledku
i) pohybu Slne¢nej ststavy okolo stredu Galaxie, ii) pohybu Zeme oko Slnka
a iii) rotacie Zeme okolo vlastnej osi. Vysledky porovnajte s gravitacnou silou na
povrchu Zeme.

d) Posudte, ktoru zo vztaznych sustav mozno povazovat za inercialnu a v akych
pripadoch.

Ulohu rieste vieobecne a potom pre dané hodnoty. Nezadané hodnoty veliin vyhla-
dajte vo vhodnych zdrojoch informaécii.

2. Zmeskany vlak
Kedysi jazdili na lokalnych tratiach vlaky s otvore-
l nymi plosinami na koncoch voziov, na ktoré bolo
mozné naskocit’, aj ked’ sa vlak uz pomaly rozbiehal.

B Kym rychlost vlaku voc¢i néstupistu neprekroci
el : v; = 12,0 km - h™1, nasko¢enie na plosinu sa pova-

,/” X zovalo za bezpecné.
@) ,x” L A Meskajtci cestujuci prichadzal k zastavke vlaku
O _ po ceste kolmej na zelezni¢ntl trat’. V zastavke uz stal
N Xc vlak s po¢tom N = 6 voziov, vratane lokomotivy,
obr. D1 \‘E - 4 pricom zaciatok lokomotivy stal presne oproti ceste,

r. D=

po ktorej prichadzal cestujuci, obr. D—1. Dizka vozia
i lokomotivy d = 10 m. V snahe stihntt’ vlak, cestu-
juci zacal bezat’ kolmo na vlak stdlou rychlostou v = 8,5 km - h™1. V okamihu, ked’
bol v bode O vo vzdialenosti L = 50 m od vlaku, zac¢al sa vlak rozbiehat’ rovno-
merne zrychlenym pohybom. Cestujuci dobehol k vlaku prave vo chvili, ked” okolo
neho prechadzal stred vlaku, a snazil sa naskocit’ na zadnt plosinu pred nim precha-
dzajaceho vozia.

a) Uréte zrychlenie a a rychlost’ v, vlaku v okamihu, ked’ cestujuci dobehol k vlaku
(do bodu A). Bola rychlost’ vlaku dostato¢ne nizka pre bezpe¢né naskocenie do
vlaku?

Aka situacia by nastala, keby sa cestujuci rozhodol naskocit’ na plosinu posledného
vozna. Mal by dve moZznosti, bud’ bezat’ po tsecke OB do bodu B naproti vlaku alebo
po usecke OC do bodu C v smere pohybu vlaku.
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b) Uréte vzdialenosti xg a x¢ bodov B a C od bodu A. Urcte rychlosti vg a v vlaku
v okamihu, ked’ cestujuci dostihne koniec vlaku v bode B, alebo v bode C.
Uvazte, ¢i naskoc¢enie do iduceho vlaku je v jednotlivych pripadoch bezpecné.

c) Ktory z troch pripadov naskocenia v bodoch A, B, C sa javi pre cestujiiceho ako
najmene;j riskantny. Svoju odpoved’ zdovodnite.

3. Gule v mori

V mori je slan4 voda, ktorej hustota sa meni s hibkou. Do hibky priblizne h; = 300 m
sa meni hustota vody iba minimélne a ma hodnotu p, = 1,0240 g - cm™3. V pre-
chodnej vrstve, do hibky priblizne h, = 1000 m, hustota s narastajicou hibkou ras-
tie priblizne linearne az na hodnotu p, ~ 1,0280 g - cm~3. Vo vagsich hibkach uz
zostava hustota priblizne konstantna.

Z vyskumne;j lode, ktora sa nachadzala nad oceanskou hlbocinou, spustili do vody
dve pevné duté kovové gule, vzajomne spojené tenkym spojovacim lankom s dizkou
a = 25 m. Gul'a (1) mala hmotnost' m; = 14,50 kg a priemer d; = 300,0 mm, gul'a
(2) mala hmotnost’ m, = 34,40 kg a priemer d, = 400,0 mm. Na guli (1) je malé
ocko, za ktoré je zavesend na tenkom vlakne, a na ktorom dvojicu gal’ spustali do
mora.

Najprv ponorili gul'u (2), a gul'u (1) drzali tesne nad hladinou.

a) Uréte silu F 4, ktorou je napinané spojovacie lanko medzi gulami, a Silu Fyq,
ktorou je napinané zavesné vlakno.

Nasledne spustili aj gul'u (1) tesne pod hladinu.

b) Ur¢te silu Fy 5, ktorou je napinané spojovacie lanko medzi gul’ami a Silu Fy,, kto-
rou je napinané zavesné vlakno.

Dvojicu gal’ spustali do velkej hibky, az gula (1) dosiahla hibku hs pod volnou
hladinou, ked’ sila napinajtca zavesné vlakno poklesla na nulova hodnotu Fy; = 0.

c) Akou velkou silou Fy je napinané nosné vlakno, ked’ gula (1) je v prechodnej
vrstve v hibke h pod volnou hladinou?

d) Uréte hibku hs asilu Fj 3, ktorou je napinané spojovacie vlikno medzi gulami
v okamihu, ked’ nosné vlakno prestalo byt zat'azované gul'ami (Fy = 0).

Hmotnost lanka a vlakna neuvazujte. Kovové gule s pevné, nemenia svoje rozmery
pod narastajticim tlakom vody. Gravita¢né zrychlenie g = 9,807 N - kg 2.

4. Sankari
Na kopci za mestom sa deti tesili z novej snehovej nadielky na svahu s dizkou 250 m a uh-
lom sklonu « = 8,0°. Traja kamarati s hmotnostami m, = 40,0 kg, m, = 46,0 kg
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ams = 55,0 kg mali k dispozicii dvoje sane s rovnakou hmotnostou m = 6,0 kg
— jedny prvého chlapca a druhé druhého chlapca. I§li sa spustat’, pricom treti chla-
pec si sadol raz k prvému, raz k druhému.

Najprv sa spustili obidve sane vedla seba a merali si Cas, za ktory presli celu
dizku svahu.

Ked’ si sadol treti chlapec k prvému (na jeho sane), presli voI'nym pohybom drahu
d =200 m zadobu t; = 19 s a na zvysku svahu brzdili. Druhy chlapec ziSiel po tej
istej drahe za Cas t, = 22 s.

a) Urdte faktory trenia f; a f, medzi snehom a skiznicami prvych a druhych sani.

b) Treti chlapec si potom presadol k druhému chlapcovi (na druhé sane) a zjazd opa-
kovali po tej istej drahe dizky d. Za aky &as t5 presli drahu prvé sane a za aky ¢as
t4 druhé sane?

Neskor, dlhsim Spagatom spojili sane tak, aby na seba pocas zjazdu zo svahu nena-
razali. Treti chlapec si opat’ sadol raz k prvému, raz k druhému.

c¢) V akom poradi spojili sane, aby $pagat zostal pocas celého zjazdu napnuty? Urcte
vel'kost' F sily, ktora $pagat pocas zjazdu napinala.

d) Uréte ¢asy ts a tg zjazdu tseku svahu dizky d, ak treti chlapec sedel s prvym
alebo druhym chlapcom na ich saniach.

Predpokladajte, Ze sanky sa pohybuju na svahu d rovnomerne zrychlenym pohybom,
odpor vzduchu neuvazujte. TiaZové zrychlenie g = 9,8 m - s 2.

5. Odpojené vagony

Na vodorovnej plani sa pohybovala po priamej trati vlakova stiprava rovnomernym
pohybom rychlostou vy = 80 km/h. Suprava pozostavala z N = 60 rovnakych va-
gonov, kazdy s hmotnostou m = 50 t (nalozenych uhlim). Vlak t'ahala lokomotiva
s hmotnostou M = 100 t, okamzity vykonom jej motorov P = 300 kW.

a) Urcte celkovu treciu silu F,, medzi pohananymi kolesami lokomotivy a kol'ajni-
cami.

b) Urcte faktor f; valivého trenia vagonov.

V uréitom okamihu doslo k pretrhnutiu spoja medzi vagénmi a odtrhlo sa n = 20
vagonov. V okamihu preruSenia spoja sa automaticky zapinaji ntidzové brzdy od-
trhnutej Casti. Odtrhnuté vagony sa zastavili rovnomerne spomalenym pohybom na
drahe d = 250 m.

c) Urcte faktor f, trenia medzi brzdiacimi kolesami vagénov a kolajnicami.
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d) Na akt hodnotu v; by sa zvysila rychlost’ zvysku vlaku po odtrhnuti jeho Casti,
ak by sa vykon lokomotivy nezmenil? Na aka hodnotu P; by musel klesnut’ vy-
kon lokomotivy, aby sa zvySok vlaku pohyboval nad’alej pévodnou rychlost'ou
Vy?

Uvazujte rovnaky faktor valivého trenia lokomotivy a vagénov, g = 9,8 m - s 2.

6. Zrazky minci

Dievcata z prvého rocnika gymnazia poculi na hodine fyziky o zrazkach telies. Roz-

hodli sa urobit’ si vo fyzikalnom laboratériu pokus so zrazkou s euromincami. Naj-

vhodnejsie sa im javili mince 0,10 € a 0,50 € z rovnakého materialu, tzv. severského
zlata. Je to zliatina zloZena z 89 % Cu, 5 % Al, 5 % Zna 1 % Sn (ide 0 % hmotnosti).

a) Vyhladajte hustoty jednotlivych kovov a vypocitajte hustotu psz severského
zlata.

Na internete si zistili, ze 0,10 € minca ma hmotnost’ m,, = 4,10 g, priemer
dip =19,75mm avysku h;p =193 mm. Minca 0,50 € ma hmotnost
mgo = 7,80 g, priemer dso, = 24,25 mm a vysku hgy = 2,38 mm.

b) Z hmotnosti a rozmerov urcte hustotu p, ; @ p., oboch minci. Hustoty porovnajte
s hustotou pg, a rozdiely vysvetlite.

Zrazkovy experiment urobili na hladkej vodorov-
nej doske laboratdrneho stola. Zabezpecili aby za-
¢iato¢na rychlost’ minci bola vzdy rovnaka. Posta-
vili na kraj stola stojan a uchytili doni lanko so za-
vesenou gul'ou s hmotnostou zna¢ne vaésou ako
hmotnost’ minci, obr. D-2. Vzdialenost’ bodu za-
vesu gule od taziska gule je [l = 50 cm. Mincu po-
lozili na okraj stola tak, ze malo precnievala cez minca \
hranu stola. Potom gul'u na lanku vychylili vzdy j /
0 uhol & = 15° a pustili. Narazom uviedla mincu -
do pohybu a zarazila sa o hranu stola.

okraj stola
¢) Uréte zaciato¢nt rychlost’ v, mince po naraze Obr. D-2
gule.

Najprv pokus opakovali s oboma mincami. v oboch pripadoch mince zastavili v rov-
nakej vzdialenosti d; = 70 cm od hrany stola.

d) Urcte faktor trenia f medzi mincami a povrchom stola.
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Potom postavili na okraj stola 0,10 € mincu a druht do drahy mince do vzdialenosti
d>=30 cm od okraja stola. Narazom gule uviedli mincu do pohybu. Mince postavili
tak, aby ich zrazka bola stredova a mince sa pohybovali po jednej priamke. Potom
pokus opakovali s tym, Ze mince vymenili.

e) Uréte vzajomné vzdialenosti d3 a d, minci po ich zastaveni po zrazke v oboch
pripadoch.

Pozn.: Vsetky zrazky povazujte za dokonale pruzné.

7. Meranie hustoty telesa — experimentdlna viloha

Uloha:

Zmerajte hustotu r6znych telies dvomi r6znymi metédami.

Zvol'te telesa z réznych materialov a roznych tvarov, napr. valéek, kocka, kamen,
plastelina a pod.

Odporucané metody merania

1) Prvametdda spociva vo vypocte hustoty z hmotnosti a objemu telesa. Hmotnost’
urte vazenim. Objem telesa pravidelného tvaru uréte z jeho rozmerov. Objem
telesa nepravidelného tvaru uréte ponorenim do vody v odmernom valci
a urcenim objemu vytlacenej vody.

2) Teleso zaveste na silomer a urcte tiaz T; telesa vo vzduchu. Potom zavesené
teleso ponorte do vody a uréte jeho tiaz T, na silomere. Pomocou hodnét Ty, T,
a hustoty vody urcte hustotu telesa.

Hustoty ziskané obidvomi metédami porovnajte a pripadné rozdiely zd6vodnite. Pre

zvySenie presnosti meranie viackrat opakujte a vypocitajte strednti hodnotu vysled-

kov pre dani metodu a dané teleso.

Pozn.: Mézete vymysliet' aj inu metodu.

63. ro¢nik Fyzikalnej olympiady — Ulohy domdceho kola kategérie A, B, C, D
Autori navrhov tiloh: Ivo Cap A7, B7,C-7,D1,7
Lubomir Konrad Al1-6, B1-6,C1-6, D2-6
Recenzia a tiprava tloh a rieseni:  Aba Teleki, Cubomir Mucha
Redakcia: Ivo Cap
Vydal: Slovenska komisia fyzikalnej olympiady
IUVENTA — Slovensky institat mladeze, Bratislava 2021
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51. MEDZINARODNA FYZIKALNA

OLYMPIADA

Vilnius, Litva, 17. —24. 7. 2021 (On-line)
www.ipho2021.1t

Sprava o ucasti druzstva Slovenskej republiky

V ditoch 17. 7. az 24. 7. 2021 sa uskutocnila sutaz 51. ro¢nika Medzinarodnej fyzi-
kalnej olympiady, [PhO 2021. Usporiadatel'om sut’aze bol Vilnius, Litva. Vzhl'adom
na epidemiologicku situdciu sa sit'az uskutocnila diStancne (on-line). Stitaze sa za-
Castnilo 365 sut'aziacich zo 76 krajin. VacSina krajin bola zastupena druzstvom po-
zostavajucim z 5 sitaziacich Ziakov strednych $kol a dvoch vedicich. Clenmi né-
rodnych timov boli okrem Studentov aj dozerajtci (invigilatori), ktori organizacne
zabezpecili sutaz vo vlastnej krajine. Slovenské druzstvo sutazilo v Kosiciach,
V priestoroch Prirodovedeckej fakulty UPJS v Kogiciach.

Slovensku republiku reprezentovali:
Vedenie: prof. Ing. Ivo Cap, CSc. — veduci delegacie
(Zilinska univerzita v Ziline),
PaedDr. Cubomir Konrad, PhD. — pedagogicky veduci
(Gymnazium Vel’ka okruzné v Ziline),
RNDr. Cubomir Mucha — invigilator (CVC-RCM Kogice),
RNDr. Tomas Lugivjansky, PhD. — invigilator (PrF UPJS Kogice).

Sut’aziaci: Csipes Jozef, 4. ro¢nik, Gymnazium Grosslingova, Bratislava,
Simkovi¢ Pavol, 4. ro¢nik, Gymnazium Kukucinova, Poprad,
Slavkovsky Stefan, oktava, Gymnazium Kukucinova, Poprad,
Dzavoronok Adam, 2. ro¢nik, Gymnazium Postova, Kosice,
Pivko Pavol, septima, Gymnazium Grosslingova, Bratislava.

Zostavenie sut’azného druZstva
Sttazné druzstvo bolo zostavené z vitazov celostatneho kola Fyzikalnej olympiady.
V ma4ji sa uskuto¢nilo on-line vyberové sustredenie, vV ramci ktorého sa uskutoénil
vyber druzstva. Ststredenia sa zacastnili vitazi celoStatneho kola FO SR. Vyberové
sustredenie zabezpe¢il RNDr. Mucha (Kogice) a PaedDr. Konrad (Zilina).
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Priprava sat’azného druzstva
Pripravné sustredenie sa uskuto¢nilo od 6.7.2021 do 16.7.2021. V termine
od 6.7.2021 do 8.7.2021 boli stitaziaci v Kosiciach a pracovali na experimentalnych
ulohach. Teoreticka Cast’ pripravy prebichala v on-line priestore od 9.7.2021
do 16.7.2021. Ststredenie zabezpe¢il RNDr. Mucha (Kosice). Pripravného sustrede-
nia sa zucastnili piati ¢lenovia druzstva a jeden nadhradnik.

Organizaéne ststredenia zabezpegila CVC-RCM v Kogiciach a PrF UPJS v Ko-
Siciach, odborne Slovenska komisia FO.

Za pripravu, realizaciu a odborny program sustredeni zodpovedali RNDr. Cubo-
mir Mucha — podpredseda SK FO (Kosice), RNDr. Toma§ Luéivjansky, PhD.
(PF UPJS Kosice), doc. RNDr. Maria Kladivové, PhD. (TU Kogice) a Ronald Dobos
(Kosice).

Finan¢né a organizacné zabezpecenie ucasti na MFO

Ugast’ druzstva SR na 51. IPhO finanéne zabezpeéila IUVENTA v spolupréci s pred-
sedom Slovenskej komisie FO prof. Ing. Ivom Céapom, CSc., organizaéne RNDr.
Lubomir Mucha a RNDr. Tomés Luéivjansky PhD. v spolupraci s PrF UPJS v Ko-
Siciach. [UVENTA uhradila ucastnicky poplatok za delegaciu (piati stt’aziaci)
vo vyske 2 500 € a vydavky spojené s ubytovanim a stravou Studentov a technickym
zabezpecenim on-line sut’aze.

Priebeh podujatia

Organizatori v Litve zabezpecili tyzdenny program, ktory pozostaval z dvoch sut'az-
nych dni a on-line volnogasovych aktivit. Uast’ na on-line akciach sa zabezpetila
pomocou konferen¢ného néstroja ZOOM a pomocou prezentacného nastroja YOU
TUBE.

Pre vlastnu stt’az usporiadatelia pripravili, v sulade so sylabom IPhO, zaujimavé
a vel'mi naro¢né ulohy, dve experimentalne (1. sitazny dei) a tri teoretické (2. su-
tazny den). Pre experimentalnu Cast’ sitaze organizatori zaslali pre kazdého sita-
ziaceho experimentalne zariadenie, ktoré bolo mozné rozbalit’ pod dozorom kamery
az den pred zacCatim sutaze:

Prva experimentalna uloha — Neidedlny kondenzator
Predmetom ulohy bolo meranie zavislosti kapacity od napitia dvoch kondenzatorov,
jedného s linearnym a druhého s nelinearnym dielektrikom. Po ociachovani termis-
tora opakovanie merania zavislosti C(U) pri roznych teplotach. Poslednou tlohou
bolo urcenie hlavnych pri¢in chyby merania.



59

Druha experimentalna uiloha — Svetlo emitujica dioda (LED)
Ulohou bolo zmerat’ V-A charakteristiky LED pri roznych teplotach a uréenie dyna-
mického odporu. V poslednej Casti bolo ulohou zmerat zavislost' teploty diody
od vykonu a uréenie teplotného odporu diody.

Prva teoreticka uloha — planetdrna fyzika
V prvej Casti Studenti riesili tlakové pomery na podmorskom hrebeni. V druhej Casti
skiimali §irenie seizmickych vin vo vrstevnatom prostredi zemskej kory.

Druha teoreticka uloha elektrostaticka sosovka
V prvej Casti Studenti rieSili pohyb elektronu v smere osi a kolmo na os nabitého
kruhového prstenca, a urovali vratnt silu pri vychyleni elektronu zo stredu prs-
tenca. V druhej casti dopadal zvédzok elektronov na plochu ohrani¢enu prstencom
a urcovala sa ohniskova vzdialenost’ takto vytvorenej SoSovky. Overila sa platnost’
SoSovkovej zobrazovacej rovnice. V poslednej Casti sa prstenec povazoval za kapa-
citor, a riesil sa vplyv postupného nabijania a vybijania na ohniskovu vzdialenost’.

Tretia teoretickd iiloha — Castice a viny
V prvej Casti Studenti riesili stavy Castice v pravouhlej potencialovej jame. V druhej
Casti vySetrovali optické vlastnosti molekuly cyaninu Cy5. V tretej Casti skimali
vlastnosti Bose-Einsteinovho kondenzatu. V posledne;j Casti sa zaoberali trojli¢ovou
optickou mriezkou.

Experimentalne ulohy boli vel'mi pekné, ale pomerne ¢asovo narocné. Podobne
teoretické ulohy boli vel'mi pekné, ale ¢asovo vel'mi naro¢né — okrem toho obsaho-
vali Casti, ktoré boli pre naSich ziakov vel'mi narocné.

Aj ked ulohy zodpovedali sylabu IPhO, v priemere nizka uspesnost’ bola dana
najmé znacnym obsahom tloh na dany sttazny cas. Najlepsi riesitel’ zvladol expe-
riment na 83%, ale teoriu na 99%, cela sut’az na 92,5%. Celkovy bodovy zisk nasho
druzstva 41 % je tak mierne podpriemerny (v tedrii 36,7 %, v experimente 48,4 %).
Slabsie st vysledky z tedrie, nakol'ko tematike uloh sa na $kolach nevenuje patri¢na
pozornost’, niekedy ziadna.

Ulohy sa nachadzajt na www.ipho 2021.1t.

Riesenia Studentov opravili nezavisle odborna komisia organizatorov i veduci de-
legacie. Zosuladenie hodnotenia sa realizovalo formou moderacie za kazdu tlohu
medzi korektormi a vedicimi druzstva.

Za rieSenie uloh bolo mozné ziskat’ maximalne 50 bodov (5-krat 10 b). Na za-
klade bodového hodnotenia $tudentskych rieseni uloh zostavili organizatori poradie
sutaziacich a medzinarodny vybor urcil hranice pre jednotlivé druhy ocenenia.
V zmysle Statatu IPhO hranica pre zisk zlatej medaily bola stanovena na 33 b., strie-
bornej na 23,5b. abronzovej na 14,4Db. Hranica Gspesnosti bola stanovena
na 9,1 bodu. Celkove bolo udelenych 45 zlatych medaili, 61 striebornych medaili,
94 bronzovych medaili a 62 cestnych uznani. Zvysni 103 sttaziaci nesplnili
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podmienku uspesnosti. Vysledky jednotlivych tispesnych sutaziacich sa nachadzaju
na stranke www.ipho2019.org. i1. Informacie o netspesnych riesitel'och sa nezve-
rejiuju.

Po organizacnej stranke bola sut'az vyborne zvladnutd, neboli vznesené Ziadne
namietky voci objektivite sut’aze.

Vysledky sut’aZe jednotlivcov (prva desiatka a zisk slovenskych sut’aZiacich

z moznych 50 bodov)

(celkovy pocet 362 sutaziacich)

Tebria Experiment Celkove Medaila

1.  Kyungmin Kim Korea 29,6 16,65 46,25 bodu zlata

2. Zhihan Zhang CIR 29,6 16,5 46,1 bodu zlata

3. MingJian CCR 29,1 15,9 45,0 bodu zlata

4.  XiangLi CCR 29,4 15,2 44,6 bodu zlata

5. Yinghao Ma CCR 28,5 15,4 43,9 bodu zlata

6. LeoYao USA 27,8 15,75 43,55 bodu zlata

7. Zhening Li USA 29,2 14,24 43,44 bodu zlata

8.  Jiwoo Park Korea 28,9 13,45 42,35 bodu zlata

9.  Seunghyun Yeo Korea 26,9 15,25 42,15 bodu zlata

10. Jingzhe Shi CLR 28,0 13,2 41,2 bodu zlatd

76. Jozef Csipes Slovensko 16,9 9,8 26,7 bodu strieborna
114. Pavol Pivko Slovensko 12,1 94 21,5 bodu bronzova
128. Adam Dzavoronok Slovensko 11,9 8,25 20,15 bodu bronzova
149. Pavol Simkovi¢ Slovensko 8,4 9,9 18,3 bodu bronzova
166. Stefan Slavkovsky Slovensko 5,7 11,0 16,7 bodu bronzova

Neoficidlne poradie krajin podPa poctu ziskanych bodov z moZnych 250 bo-
dov (celkove 76 krajin)
Uréené zo zverejnenych vysledkov Gspesnych stt'aziacich — 14 prvych a pre porov-
nanie d’alSie vybrané krajiny.

1. CIR 220,8 bodu 11.  Irén 144,8 bodu
2. Korea 207,9 12.  Japonsko 138,1
3. USA 189,0 13.  Thajsko 131,2
4, Rusko 185,8 14. Madarsko 1311
5. Taiwan 177,6 16.  Nemecko 126,0
6. Rumunsko 164,2 19.  Francuzsko 118,9
7. Vietnam 162,0 23.  Ceska republika 103,9
8. Hongkong 158,5 24.  Slovensko 103,4
9.  Singapur 151,0 25. _ Spojené kralovstvo  103,1
10. Kazachstan 149,8 28.  Polsko 102,2
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Poradie prvych 20 druZstiev z eurépskych krajin (37 za¢astnenych krajin):
(celkové poradie svet) / poradie Europa

Rusko (4) 1. Bulharsko (26) 11.
Rumunsko (6) 2. Taliansko (27) 12.
Madarsko (14) 3. Pol'sko (28) 13.
Nemecko (16) 4. Srbsko (29) 14.
Ukrajina (18) 5. Chorvatsko (30) 15.
Francuazsko (19) 6. Holandsko (33) 16.
Bielorusko (22) 7. Litva (36) 17.
Ceska republika (23) 8. Slovinsko (37) 18.
Slovensko (24) 9. Rakusko (38) 19.
Spojené kralovstvo (25) 10. Moldavsko (39) 20.

Poradie prvych 14 druzstiev z krajin EU28 (26 zu¢astnenych krajin, nei-
cast’ Irsko, Malta):

(celkové poradie svet) / poradie EU

Rumunsko (6) 1. Taliansko (27) 8.
Mad’arsko (14) 2. Pol'sko (28) 9.
Nemecko (16) 3. Chorvatsko (30) 10.
Francuzsko (19) 4, Holandsko (33) 11.
Ceska republika (23) 5. Litva (36) 12.
Slovensko (24) 6. Slovinsko (37) 13.
Bulharsko (26) 7. Rakusko (38) 14.

Vysledky slovenského druzstva v 51. ro¢niku MFO predstavuju mierny narast v po-
rovnani s priemerom za 5 predchadzajicich ro¢nikov (27). Ziskom jednej striebor-
nej medaily a $tyroch bronzovych zaujala slovenska reprezentacia umiestnenie
V prvej tretine zacastnenych krajin (24/76), ¢o je lepsi vysledok ako v minulom rog-
niku (32). V porovnani krajin Eurdpy a EU sa reprezentdcia SR umiestnila priblizne
v Stvrtine krajin — Eurépa 9/37 a krajiny EU 6/26.

Historicky prehl’ad ukazuje nasledujica Tab. 1 a graf na Obr. 1.

Ako vidno z tabul’ky, zisk medaili je uspokojujuci. Od historického priemeru po-
radia 27 od roku 2000 ide 0 mierny narast, aj ked’ v minulosti boli dosiahnuté aj
lepsie poradia (15. v roku 2010, 16. v roku 2011, 20. v roku 2016). Porovnavat’ sa
mozno s reprezentaciou Ceskej republiky, ktord ma dlhodoby priemer umiestnenia
23 a v tomto roku tito hodnotu kopiruje (23).
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Tab. 1: Hodnotenie umiestnenia druzstiev SR a CR za obdobie 12 rokov

Rok 2021 (2019|2018 | 2017 | 2016 | 2015 | 2014 | 2013 | 2012 | 2011 | 2010 | 2009
Umiestnenie
. 24 | 32 | 33 | 23 20 | 30 | 28 | 37 27 16 15 29
druzstva SR
Umiestnenie
) . 23 34 | 30 | 36 35 | 22 35 | 35 19 | 26 29 27
druzstva CR
Sut'aziacich
N 76 78 | 87 | 86 84 | 82 85 | 83 | 81 | 85 79 68
krajin
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Obr. 1: Graf umiestnenia reprezentdcie SR a CR v rokoch 2000 az 2021

Zaujimavé je porovnanie relativnej tspesnosti rieSenia teoretickych a experimen-
talnych uloh, celkovej tspesnosti a pomeru Gspesnosti rieSenia experimentalnej a te-
oretickej Gasti v roznych skupinach krajin. Uspe$nost’ sa uréila z priemerného zisku
bodov k moznému maximalnemu poctu na jedného uspe$ného sutaziaceho. Vy-
sledky su skreslené, lebo nie s zahrnuté body, ktoré ziskali netuspesni rieSitelia, ale
i tak maju uréiti vypovedna hodnotu.

V prvom riadku je Statistika vSetkych tuspesnych riesitel'ov, v druhom riadku je
vyber 9 najispesnejich krajin Vychodnej Azie (Cina, Korea, Singapur, Taiwan,
Vietnam, Thajsko, Japonsko, Hongkong, Indonézia), ktoré¢ mali vSetkych 5 rieSite-
T'ov ocenenych medailou (23 zlatych, 17 striebornych, 5 bronzovych). Dalej je ria-
dok europskych krajin, krajin EU a v d’alSich riadkoch uspesnost’ slovenského druz-
stva a jednotlivcov.
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Tab. 2: Porovnanie celkovej priemernej uspesnosti riesenia iloh skupin a jednotlivcov

Uspesnost’ Pomer
Krajiny uspesnosti
Experiment Tebria Celkove teor/exp
Svet 38 % 47 % 44 % 1,22
Vychodna Azia (9) 55 % 72 % 65 % 1,31
Eurdpa (37) 37 % 39 % 38 % 1,05
EU (26) 39 % 37 % 38 % 0,94
SR 48 % 37 % 41 % 0,76
Jozef Csipes 49% 56% 53% 1,15
Pavol Pivko 47% 40% 43% 0,86
Adam Dzavoronok 41% 40% 40% 0,96
Pavol Simkovi¢ 50% 28% 37% 0,57
Stefan Slavkovsky 55% 19% 33% 0,35

Z Tab. 2 vidiet, ze krajiny Vychodnej Azie (9 krajin) vyrazne dominuju v tedrii
i v experimente. Europske krajiny za krajinami Vychodnej Azie zaostavaji vo viet-
kych polozkach. Vyrazne vysoky je pomer uspeSnosti tedria/experiment (1,31).
V eur6pskych krajinach je to okolo 1,00.

Slovenské reprezentacia mala pomerne UspeSnu experimentalnu Cast’ (48%) ale
V teorii je na eurdpskom priemere (37%). Prvi traja nasi reprezentanti su v celkovej
uspesnosti nad priemerom Eurdpy, $tvrty a piaty mierne pod nou. Ako vidime, po-
mer tedria/experiment je (az na prvého) v neprospech teérie, najma u $tvrtého a pia-
teho ziaka.

Ulohy boli fyzikalne pomerne naro¢né, aj ked’ neprekracovali rozsah sylabu IPhO,
ale vyzadovali netradi¢ny tvorivy pristup a taktiez rozsah tloh bol ¢asovo vel'mi na-
ro¢ny. Experiment, tiez ¢asovo vel'mi naro¢ny, vyZadoval najmé zru¢nost, a v tom
az taky rozdiel nebol (svet, Eurdpa, EU, SR).

Hodnotenie ucasti

3) Vyvoj celkovych vysledkov mozno posudzovat’ podla neoficialneho poradia
krajin, pripadne podla zisku medaili a d’alSich oceneni. Vyvoj umiestnenia
druzstva SR (pre porovnanie i druzstva CR, ktoré mé spolo¢né vychodiskové
podmienky) za uplynulych 11 rokov je v Tab. 1 a od roku 2000 v nadvazujucom
grafe. Priemerné umiestnenie druzstva SR je 27. miesto (za roky 2000 az 2021),
¢o pri priemernej ucasti 77 krajin predstavuje umiestnenie priblizne v jednej tre-
tine. Vidno tieZ, e priemerné umiestnenie SR (27) a CR (24) je priblizne rov-
naké, ¢o zodpovedd rovnakym vychodiskovym podmienkam a podobnému
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4)

5)

systému pripravy. V stcasnosti v§ak v CR maji na strednej §kole viac hodin
fyziky a matematiky a na maturitu majt vécsie poziadavky (SR ma na maturitu
cca 2/3 uiva v porovnani s CR). Poradia v jednotlivych rokoch kolisu, ked’ze
zévisia od ndhodného vyskytu mimoriadne nadanych Studentov (jednotlivcov)
V jednotlivych rokoch, najmé v malych krajinach, ako st nase, s obmedzenou
zakladiiou pre vyber. V krajinach ako st Cina, USA, Rusko a pod. je pravdepo-
dobnost’ najdenia piatich mimoriadne nadanych $tudentov vysoka. Naproti tomu
v malych krajinach sit moznosti obmedzené. Najkritickejsi je stav, ked’ je iro-
vel vzdelavania nizka, lebo v nemotivujicom prostredi ani talent nepod-
rastie na najvysSiu urovei. Reprezentacia je potom odkdzand na mimoriadne
talenty, ktoré sa aj napriek tomu presadia. Takych je vSak malo a neda sa na to
spolichat’.

Ak si uvedomime, ako poklesla tiroven prirodovedného a osobitne fyzikalneho
vzdelavanie na Slovensku, nemozno oCakavat’ lepSie vysledky. Ak nie je talent
podchyteny uz na zakladnej $kole, strati sa najcennejsie obdobie jeho rastu, a ak
nie je cielavedome vychovavany v tvorivom a naroénom prostredi, talent sa ne-
rozvinie. Jednorazové sustredenia, koreSpondenéné seminare, stit'aZze a pod. po-
modzu, motivuji, ale nenahradia sustavné a systematické posobenie Skoly.
V tomto roku sa nepriaznivo prejavila aj virtualna (on-line) vyucba a priprava
na sutaz. O zlom stave vzdelavania na Slovensku sved¢i i to, Ze vyberdme druz-
stvo zo stale menSieho okruhu ziakov, o suvisi s klesajucim zaujmom $kol,
resp. ucitel'ov, o starostlivost’ o talenty, nakol’ko tato praca nie je patri¢ne ohod-
notena a je ¢asovo i odborne naro¢na.

V stvislosti s klesajicou tiroviiou matematického a fyzikalneho vzdelavania
v Skolach na Slovensku klesa aj uspesnost’ ziakov vo Fyzikalnej olympiade,
a s tym suvisi i pokles poétu ziakov, ktori maju zaujem o zapojenie do sutaze,
nakol’ko si prestavaju verit. Reakciou ucitelov je tlak na znizovanie naro¢nosti
uloh, najmi na zakladnej Skole. Ak by sme podl'ahli tomuto tlaku, boli by sme
spokojni, Ze mame vela uspesnych riesitel'ov, ale na medzinarodnej urovni bu-
deme stale klesat’. Je tu otazka — chceme sa stat’ outsidermi v medzinarod-
nych siut’aZiach podobne ako je tomu v medzinarodnom monitorovani,
napr. TIMSS, PISA?



65

Odporiicanie pre MS SR

V suvislosti s transformovanim $kolstva na Slovensku by sa mala vicsia pozornost’
venovat’ osobitnej starostlivosti o mimoriadne talentovanych ziakov nielen v $porte
a umeni, ale aj v matematike, prirodnych a technickych vedach. Vzhl'adom na kle-
sajuci zaujem ziakov i ucitel'ov v tomto smere mozno ocakavat’ v blizkej budiicnosti
dalsi pokles tispesnosti nasich ziakov v medzinarodnych prirodovednych stutaziach
a celkovej konkurencieschopnosti absolventov nasich §kol nielen v sttaziach, ale
najméi v ich d’alSom uplatneni.

Vyznamnou sucast’ou prace s talentami musi byt systémovd prdaca v ramci zd-
kladnych, strednych a vysokych $kél, ktord vV sucasnosti neexistuje. Této praca sa
vSak nestane realitou, ak nebude legislativne zakotvena v zakone a naslednych vy-
konavacich predpisoch. Nestane sa realitou ak absentuje systém motivacie ucitel'ov
tato nadstandardnu Cinnost’ vykonavat’ a absentuje aj naleZité ocenenie tejto prace.
V sucasnosti badat’ na narodnej trovni skor trend titlmu podpory tejto Cinnosti.

Zo skusenosti z predchddzajucich rokov vyplyva, Ze tispe$nd reprezentacia je
podmienena kvalitnou viacrocnou systematickou pripravou talentovanych studentov
(a vo finale sut'azného druzstva), ktord mozno realizovat’ iba nad ramec beznej skol-
skej vyucby. Odporuc¢ame preto ministerstvu podporovat’ systém sustredeni pre ob-
javovanie a vychovu najlepsich rieSitel'ov olympiad s perspektivou ucasti v medzi-
narodnej sutazi.
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SR (

Obr. 2: Pracovna skupina reprezentdcie v sutaznej miestnosti
(laboratérium Ustavu fyzikdalnych vied Prirodovedeckej fakulty UPJS v Kosiciach).
Zlava: RNDr. Lubomir Mucha, Adam Dzavoronok, Jozef Csipes, S'tefan Slavkovsky, Pavol Pivko,
Pavol Simkovi¢, RNDr. Tomds Luciviansky, PhD.

Nasledujuci 52. ro¢nik Medzinarodnej fyzikalnej olympiady

52. ro¢nik IPhO sa planuje v Minsku, Bielorusko. Podrobnosti zatial’ nie si zname.
Podr’a §tatatu IPhO pozyvaju organizatori narodnu reprezentaciu so Standardnym
zlozenim 5 ziakov a 2 vedtci a d’alSich ¢lenov ako pozorovatel'ov a hosti. Pre rok
2022 navrhujeme zlozenie oficidlnej delegacie:
5 Ziakov + 2 vedici.
Predpokladany ucastnicky poplatok za celt navrhovant delegaciu je 3 500 EUR.

V Ziline dita 27. 7. 2021
Prof. Ing. Ivo Cap, CSc.
predseda SK FO a veduci reprezentdcie
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OBZORY MATEMATIKY, FYZIKY A INFORMATIKY 4/2021 (50)

5. online Europska fyzikalna olympiada (EuPhO)

19.6. - 26.6.2021
https://eupho.ee/

V diioch 19.6. az 26.6.2021 sa uskutocnila sutaz 5. ro¢nika Europskej fyzikalnej
olympiady — EUPhO 2021. Vzhl'adom na epidemiologicku situdciu sa sttaz usku-
tocnila diStanéne (on-line). Organiza¢ne sutaz zabezpeCovala Univerzita Cublana
a po odborne;j stranke medzinarodné akademicka porota.

Slovensko reprezentovali:

Sutaziaci: Csipes Jozef, 4. ro¢nik, Gymnédzium Grosslingova, Bratislava,
Simkovi¢ Pavol, 4. ro¢nik, Gymnazium Kuku&inova, Poprad,
Slavkovsky Stefan, 4. ro¢nik, Gymnazium Kukuéinova, Poprad,
Dzavoronok Adam, 2. ro¢nik, Gymnazium Postova, Kosice,
Pivko Pavol, septima, Gymnazium Grosslingova, Bratislava.

Veduci:  RNDr. Pubomir Mucha, CVC-RCM, Kosice,
RNDr. Tomas Lucivjansky, PhD., UFV PF UPJS KoSice.

Samotna sutaz prebiehala v ditoch 19.6.-20.6.2021. Slovenské druzstvo sttazilo
v priestoroch Oddelenia didaktiky fyziky Ustavu fyzikalnych vied na Prirodovedec-
kej fakulte UPJS v Kogiciach. Sutaziaci boli pod kontrolou kamier cez aplikaciu
Zoom, a zarovei bola snimana aj cela miestnost’, kde ziaci riesili Glohy.

Sutaze sa zicCastnilo 219 sut'aziacich z 30 Eurdpskych krajin a 16 krajin mimo
Eurépy.

Priprava sit’azného druZstva

Priprava prebiehala v on-line priestore od 14.6.2021 do 18.6.2021. Za pripravu, rea-
lizaciu a odborny program sustredeni zodpovedali RNDr. Cubomir Mucha (CVC —
RCM Kogice) a RNDr. Tomas Lucivjansky, PhD. (PF UPJS Kosice).

Finan¢né a organiza¢né zabezpedenie ucasti na EUPhO

Ucast’ druzstva SR na 5. EUPhO organizaéne a finanéne zabezpecila Iuventa v spo-
lupraci s podpredsedom Slovenskej komisie FO RNDr. Lubomirom Muchom.
Iuventa uhradila ucastnicky poplatok za delegaciu (piati sut'aziaci) v celkovej vyske
450 EUR, tieZ naklady spojené s ubytovanim a stravou Studentov, a naklady spojené
s technickym zabezpecenim on-line sutaze.
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Priebeh podujatia

Pre vlastnu sGitaz medzinarodna akademicka porota pripravila zaujimavé a velmi
naroéné tilohy: tri teoretické a dve experimentalne tlohy. Ulohy prelozili — dve ho-
diny pred zaciatkom teoretickej Casti a tiez dve hodiny pred zaciatkom experimen-
talnej Casti sitaze — RNDr. Tomas Lucivjansky, PhD. (PF UPJS Kosice) a doc.
RNDr. Maria Kladivova, PhD. (FEI TU Kosice).

V prvej teoretickej tlohe, z termodynamiky, bolo potrebné vypocitat’ stavové ve-
li¢iny v jednotlivych Castiach valca rozdeleného membranou, pri¢om z jednej strany
bol do valca pomaly zastivany piest.

Druha tloha bola z mechaniky. Z vlakna vytvorena slucka, ktorej dizka bola vég-
Sia ako obvod valca, bola nasunuta na valec. Na vol'ny koniec vlakna pdsobila sila
Vv smere rovnobeZnom s osou valca. Hl'adala sa kriticka dizka slucky, pri ktorej sa
pdsobenim danej sily vldkno pretrhne.

V tretej ulohe z optiky mali Ziaci K dispozicii dva obrazky gule nasnimanej po-
mocou digitalneho fotoaparatu. Na prvom bola nasnimané gul’a podsvietena dichro-
matickym svetlom s dvomi zkymi spektralnymi ¢iarami, a na druhom bola gula
osvetlena bielou LED diédou. Gul'a bola zo skla, a bolo potrebne vypocitat’ indexy
lomu skla pre dané vinové dizky spektralnych &iar.

Experimentalne ilohy riesili pomocou simulaénych programov. Ziaci simulovali
experiment, a program im zobrazoval hodnoty, ktoré by od¢itavali na meracich pri-
strojoch. V prvej experimentalnej ulohe hl'adali pomocou kompasu smer natoc¢enia
ukrytého drdtu voci danej suradnej ststave, ak vedeli nastavovat’ velkost’ a aj smer
pradu prechadzajaci drotom. V druhej tlohe urcovali tepelné vlastnosti neznameho
kovu, z ktorého bola vyrobena kovova ty¢, pri¢om ty¢ bola na jednom konci zohrie-
vana a nachadzala sa v okoli s konstantnou teplotou.

Za kazdu teoretickt lohu a aj experimentalne tlohy mohli ziskat’ maximalne 10
bodov, teda celkovo 50 bodov.

Riesenia $tudentov opravila odborna medzinarodna porota, ktora pripravila
na kazda tlohu vel'mi podrobne autorské riesenie aj s podrobnym rozdelenim bodov
za jednotlivé Casti tlohy.

Zosuladenie hodnotenia poroty s bodmi, ktoré si udelili sit’aziaci spolu s vedicim
sa realizuje formou moderacie. Tu je zasadny rozdiel medzi IPhO (Medzinarodna
fyzikélna olympidda) a EuPhO. Sttaziaci si sami moderuju svoje rieSenia. Veduci
druzstva je len v tllohe poradcu.

Na zéklade bodového hodnotenia Studentskych rieSeni uloh zostavili organizatori
poradie sut'aziacich a medzinarodna akademicka porota uréila hranice pre jednotlivé
druhy ocenenia. V zmysle statatu EUPhO hranica pre zisk zlatej medaily bola stano-
venana 23,5 b., striebornej na 16,2 b. a bronzovej na 10,9 b. Hranica Gispe$nosti bola
stanovena na 8,3 bodu. Celkove bolo udelenych 15 zlatych medaili, 30 striebornych
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medaili, 66 bronzovych medaili a 27 Cestnych uznani. Predavanie medaili sa usku-
tocnilo 26.6.2021 o 14:00 hod. nasho Casu, taktiez online formou. Vysledky jednot-
livych tspesnych sutaziacich sa nachadzaji na stranke http://eupho.ee. Infor-
macie o netspesnych riesiteloch sa nezverejituju. Organizatori posli ocenenia ve-
ducemu druzstva.

Po organizacnej stranke bola sut’az dobre zvladnuta, neboli vznesené ziadne na-
mietky voci objektivite sutaze.

Vysledky sut’aZe jednotlivcov (prva trojka a slovenski stit’aziaci).

stt'aziaci Krajina Celkove Medaila
1. Stefan Vlad Rumunsko 41,3 bodu Zlata
2. Alexander Prodanov  Bulharsko 33,1 bodu zlata
3. Cristiaana Andreeva Rumunsko 31,0 bodu zlata
40. Pavol Pivko Slovensko 17,8 bodu strieborna
55. Jozef Csipes Slovensko 14,9 bodu bronzova
79. Stefan Slavkovsky Slovensko 13,1 bodu bronzova
Pavol Simkovi¢ Slovensko 7,3 bodu

Adam Dzavoronok Slovensko 4.0 bodu

Neoficidalne poradie eurdpskych krajin

1. Rumunsko 149,4 b
2. Rusko 108,3 b
3. Mad’arsko 1079Db
4. Bulharsko 99,4 b
5. Taliansko 91,2b
6. Srbsko 83,0b
7. Turecko 76,9b
8. Pol'sko 72,7b
14. Slovensko 458D

Poradie krajin sa nevyhlasuje, a bolo zostavené na zaklade ziskanych bodov len ts-
pesnych sutaziacich.
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Hodnotenie ucasti

Tohtoro¢na online EuPhO uz po druhykrat sa riesila v on-line priestore. Ziskali sme
0 jednu medailu viac ako v minulom roku. Samotnd st’az vSak ukazala, Ze rieSenie
uloh na EuPhO si vyzaduje velkt kreativitu. Na druhej strane je potrebné zdoéraznit,
ze ulohy boli vel'mi naro¢né — na zisk zlatej medaily stacilo ziskat’ menej ako 50%
bodov. Bez Specialnej pripravy na takéto sitaze nemozeme pomyslat’ v budicnosti
na uspechy.

Obr. 1: Slovenské druzstvo na 5. rocniku EuPhO (zlava): Tomas Lucivjansky, Stefan Slavkovsky,
Jozef Csipes, Pavol Simkovi¢, Pavol Pivko, Adam DzZavoronok, Lubomir Mucha.

Nasledujuci 6. ro¢nik Europskej fyzikalnej olympiady

6. ro¢nik EUPhO sa uskuto¢ni v Slovinsku v L'ubPane koncom maja 2022.

Podla Statatu EUPhO pozyvaju organizatori narodnu reprezentéciu so Standard-
nym zlozenim 5 ziakov a 2 vedtci a d’alSich ¢lenov ako pozorovatel'ov a hosti. Pre
rok 2022 navrhujeme zlozenie oficialnej delegacie:

5 Ziakov + 2 vedici.
Predpokladany Gcastnicky poplatok za celti navrhovanu delegaciu je 1 500 EUR.
RNDr. Lubomir Mucha
veduci delegacie
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JUBILEUM

Zivotné jubileum prof. RNDr. Jozefa Fuliera®, CSc.

V tomto jesennom obdobi sa vyznamny
¢len Akademickej obce FPV UKF v Nitre,
pan prof. RNDr. Jozef Fulier, CSc. z Ka-
tedry matematiky FPV dozil vyznamného
Zivotného jubilea — 70 rokov.

Pri tejto prilezitosti mu dekan Fakulty
prirodnych vied UKF v Nitre prof. RNDr.
Franti$ek Petrovic, PhD. udelil Strieborna
medailu Fakulty prirodnych vied UKF
v Nitre a nam, jeho kolegom z katedry,
ako aj ostatnym ¢lenom slovenskej mate-
matickej obce, pripadla mild povinnost’
mu k jubileu srdecne zablahozelat’ aj tou-
to formou.

Pan profesor Fulier sa narodil 22. sep-
tembra 1951 v Hlohovci-¢asti Sulekovo.
Maturoval v roku 1970 na Strednej vseo-
becnovzdelavacej skole v Hlohovci a na-
sledne absolvoval vysokoskolské studium
na Prirodovedeckej fakulte Univerzity
Komenského v Bratislave v odbore ucitel'stvo v aprobacii matematika-fyzika, ktoré
uspesne ukoncil v roku 1975.

Po kratkom posobeni na pozicii odborného asistenta na Vysokej Skole dopravy
aspojov v Ziline, neskor na Vysokej kole polnohospodarskej v Nitre, nastipil
na miesto odborného asistenta na Katedru matematiky vtedajSej Pedagogickej fa-
kulty v Nitre, dnes uz Fakulty prirodnych vied Univerzity Konstantina Filozofa
v Nitre. Z uvedeného vyplyva, ze pan profesor Jozef Fulier aktivne pdsobi dodnes
na nasej vysokej skole uz plnych 44 rokov.

Pocas pdsobenia na nasej alma mater rozvijal svoj talent a vedeckl pracu v matema-
tike. Externti vedecku aspirantiru uspesne absolvoval na Fakulte matematiky, fyziky
a informatiky Univerzity Komenského v Bratislave a v roku 1986 mu bol udeleny titul
,.kandidat fyzikalno-matematickych vied v odbore matematicka analyza.

prof. RNDr. Jozef Fulier, CSc.

! Kontaktna adresa jubilanta: Katedra matematiky, Fakulta prirodnych vied UKF v Nitre, Tr. A.
Hlinku 1, 949 01 Nitra, email: jfulier@ukf.sk
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V roku 1997 sa na Fakulte prirodnych vied Univerzity Konstantina Filozofa
v Nitre uspesne habilitoval a ziskal titul ,,docent* v odbore tedria vyucovania mate-
matiky. Nasledne, v roku 2004 na zaklade GspeSne ukonceného inauguracného ko-
nania mu bol priznany titul ,,profesor v tedrii vyucovania matematiky.

Vyznamna pedagogicka erudovanost’ sa prejavila v ucitel'skej praci pri priprave
buducich ucitel'ov matematiky i doktorandov, ked’Ze pan prof. RNDr. Jozef Fulier,
CSc. posobil viac nez dve desatrocia ako garant ucitel'skych studijnych programov
prvého a druhého stupna, a tiez ako garant a predseda odborovej komisie doktorand-
ského $tudijného programu tedria vyucovania matematiky.

Vednu oblast’ matematiky obohatil i mnozstvom odbornych a vedeckych publi-
kacii. Svoje organiza¢né schopnosti vyuzil pri svojom poésobeni v riadiacich §truk-
tarach na urovni fakulty a aj univerzity:
 prodekan pre vzdelavanie na FPV UKF v Nitre v rokoch 1993-1996;

1996-1999
* veduci Katedry matematiky v roku 1994;
* veduci Katedry matematickej analyzy, geometrie a didaktiky matematiky 1999-2002,
« prorektor UKF pre rozvoj univerzity v rokoch 2002 — 2006.

Prof. RNDr. Jozef Fulier, CSc. sa pocas svojej kariéry vysokoskolského peda-
gbga aktivne zapéajal do prace s talentovanou mladezou a v tejto ¢innosti je stale
aktivny. Stale posobi vo funkcii predsedu Krajskej komisie matematickej olympiady
pre Nitriansky kraj a je tiez ¢clenom Slovenskej komisie MO s celostatnou posobnos-
tou. Naviac, je aj dlhoro¢nym ¢lenom redakcnej rady casopisu Obzory matematiky,
fyziky a informatiky. Nepretrzite sa viac ako tri desatrocia angazuje v celosloven-
skom Vybore Slovenskej matematickej spolo¢nosti JSMF pri SAV, je ¢lenom
Ustredného vyboru JSMF a v poslednom obdobi pracuje ako predseda, resp. pod-
predseda Pobocky JSMF v Nitre (s posobnostou pre cely Nitriansky kraj).

Vyznamnou udalostou v Zivote pana profesora Fuliera bolo udelenie jedného
Z najvyssich rezortnych oceneni v oblasti $kolstva, Malej medaily sv. Gorazda, kto-
rou v roku 2017 ocenil minister Skolstva, vedy, vyskumu a $portu SR jeho prinos
k rozvoju vzdelavania na Slovensku a prinos k celkovému progresu slovenského
Skolstva. Pan prof. RNDr. Jozef Fulier, CSc. je nepochybne vyznamnou osobnost’
slovenskej didaktiky matematiky a tedrie vyucovania matematiky.

Do dalsich rokov mu prajeme hlavne pevné zdravie
a este vela tvorivych sil a energie.

Gabriela Paviovicovd, Dusan Vallo?

2 Katedra matematiky, Fakulta prirodnych vied UKF v Nitre, Tr. A. Hlinku 1, 949 01 Nitra
e-mail: gpavlovicova@ukf.sk, dvallo@ukf.sk
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