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1 Úvod

Regulárne jazyky sú najjednoduchšie jazyky v Chomského hierarchii. Boli in-
tenzívne skúmané po niekoľko desaťročí. Napriek ich jednoduchosti, zostávajú
niektoré dôležité problémy nevyriešené. Spomeňme napríklad otázku, koľko sta-
vov je potrebných a nevyhnutných v najhoršom prípade pre dvojsmerné kone-
čnostavové automaty na simuláciu nedeterministických stavových automatov.
Táto otázka úzko súvisí s veľmi dobre známym otvoreným problémom, či medzi
triedami jazykov DLOGSPACE a NLOSPACE platí rovnosť [3, 31, 41].

V posledných rokoch bol zvýšený záujem o výskum v teórii automatov. Dis-
kusie na túto tému možno nájsť v [20, 46]. Mnoho aspektov v tejto oblasti sa
teraz skúma do podrobnosti. Jedným z takýchto aspektov je popisná zložitosť,
ktorá študuje cenu popisu jazykov v rôznych formálnych systémoch.

Stavová zložitosť regulárneho jazyka je najmenší počet stavov v akomko-
ľvek deterministickom konečnostavovom automate (DFA), pre daný jazyk. Ne-
deterministická stavová zložitosť regulárneho jazyka je definovaná ako najme-
nší počet stavov v akomkoľvek nedeterministickom konečnostavovom automate
(NFA) potrebný na rozpoznanie daného jazyka. Stavová zložitosť (nedetermi-
nistická stavová zložitosť) operácie na regulárnych jazykoch reprezentovaných
deterministickými (resp. nedeterministickými) konečnostavovými automatmi je
počet stavov, ktoré sú nevyhnutné a potrebné v najhoršom prípade pre determi-
nistický (nedeterministický) automat pre rozpoznanie jazyka, ktorý dostaneme
operáciou na týchto jazykoch.

2 Prehľad o súčasnom stave problematiky, ktorá
je predmetom dizertačnej práce

Niektoré dávnejšie výsledky stavovej zložitosti možno nájsť v [33, 34, 36]. Sta-
vová zložitosť niektorých operácií, ako sú zjednotenie, prienik, zreťazenie a uzá-
ver jazykov reprezentovaných neúplnými deterministickými konečnostavovými
automatmi boli skúmané Maslovom [35]. Podobné výsledky pre úplné determi-
nistické automaty získali Yu, Zhuang a Salomaa [44]. Túto prvú systematickú
štúdiu o stavovej zložitosti operácií nad regulárnymi jazykmi nasledovalo niekoľ-
ko článkov, ktoré skúmali stavovú zložitosť operácií nad konečnými a unárnymi
jazykmi [6, 39].

Nedeterministická stavová zložitosť operácií nad regulárnymi jazykmi bola
študovaná Holzerom a Kutribom v [18]. Domaratzki [9] skúmal proporcionálne
odoberanie, Campeanu et al. [7] študovali stavovú zložitosť shuffle operácie, a
Salomaa et al. [42] sa zaoberali stavovou zložitosťou zrkadlového obrazu jazykov.
Ďalšie výsledky na túto tému možno nájsť v [11, 15].

V našej práci využijeme výsledky týkajúce sa determinizácie nedeterminis-
tických automatov [40], stavovej zložitosti zreťazenia, zjednotenia a prieniku
[35, 44], nedeterministickej zložitosti zjednotenia a prieniku [18], ako aj nede-
terministickej zložitosti doplnku [5, 29].
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V [22] Iwama, Kambayashi a Takaki formulovali otázku, či existuje mini-
málny n-stavový nedeterministický automat, ktorého ekvivalentný minimálny
deterministický automat má α stavov pre všetky prirodzené čísla n a α také, že
n 6 α 6 2n. Túto otázku rozoberali tiež Iwama, Matsuura a Paterson v [23].
V týchto dvoch článkoch je dokázané, že ak α = 2n−2k alebo α = 2n−2k−1, kde
0 6 k 6 n/2−2, alebo ak α = 2n−k, kde 2 6 k 6 2n−2 a platí istá podmienka
nesúdeliteľnosti, potom zodpovedajúce binárne n-stavové nedeterministické au-
tomaty, vyžadujúce α stavov v deterministickom konečnostavovom automate,
existujú. V [26] boli príslušné nedeterministické automaty popísané pre všetky
hodnoty n a α, avšak veľkosť vstupnej abecedy pre tieto automaty rastie expo-
nenciálne v závislosti od n. Neskôr, v [12] bola veľkosť vstupnej abecedy pre
nedeterministické automaty znížená na n+2. Možné diery v hierarchii stavovej
zložitosti sa v literatúre nazývajú magické čísla. Nedávno Geffert [13] dokázal,
že v prípade unárnej abecedy existuje veľa takýchto magických čísel.

3 Ciele dizertačnej práce

Hlavné ciele tejto práce sú nasledujúce:

• študovať stavovú zložitosť zreťazenia dvoch jazykov, ktoré sú popísané
deterministickými konečnostavovými automatmi;

• porovnať nedeterministickú stavovú zložitosť regulárneho jazyka a jeho
doplnku;

• skúmať magické čísla pre determinizáciu nedeterministického automatu s
konštantnou vstupnou abecedou;

• študovať magické čísla pre zjednotenie a prienik v deterministickom aj
nedeterministickom prípade.

4 Metódy použité v dizertačnej práci

V tejto dizertačnej práci sú použité všeobecné metódy vedy ako indukcia, po-
rovnávanie, dedukcia a sumarizácia. Zvyčajne sa zaoberáme odhadom hornej a
dolnej hranice stavovej zložitosti. Cieľom je ukázať, že sa obidve hranice zho-
dujú.

K získaniu hornej hranice používame konštruktívne metódy: popíšeme kon-
štrukciu vhodného zariadenia - deterministického alebo nedeterministického au-
tomatu, veľkosť ktorého nie je väčšia než je horná hranica.

Získanie dolnej hranice je zvyčajne oveľa zložitejší problém. Metódy, ktoré
sa používajú, závisia na popise regulárnych jazykov.

Na preukázanie minimality deterministického automatu nám stačí ukázať
dosiahnuteľnosť a neekvivalenciu jeho stavov. Dosiahnuteľnosť dokazujeme me-
tódou matematickej indukcie a neekvivalenciu nájdením reťazcov, ktoré rozli-
šujú stavy.

5



Na preukázanie minimality nedeterministického automatu pre nejaký regu-
lárny jazyk používame špeciálnu metódu tzv. klamúcej množiny: Popisujeme
množinu dvojíc reťazcov tak, aby zreťazenie reťazcov v každom páre bolo v
danom jazyku, zatiaľ čo takéto zreťazenie pre dva rôzne páry nie je v tomto
jazyku. Veľkosť takejto klamúcej množiny potom poskytuje dolnú hranicu pre
počet stavov v akomkoľvek nedeterministickom automate pre daný jazyk.

Ak chceme získať čo najlepšie dolné hranice, musíme nájsť vhodný príklad,
zložitosť ktorého je čo najvyššia. Na začiatku to vedie k nejakým experimen-
tom. Zostrojíme nie príliš veľké príklady pomocou metódy pokusov a omylov a
overíme požadované vlastnosti prípadným využitím špeciálneho softvéru.

5 Hlavné výsledky dizertačnej práce

V kapitole 3 študujeme stavovú zložitosť zreťazenia dvoch regulárnych jazy-
kov reprezentovaných m-stavovým a n-stavovým deterministickým konečnosta-
vovým automatom, pričom prvý automat má k koncových stavov. Bolo známe
[44], že horná hranica pre túto zložitosť je m2n−k2n−1. Zároveň v tomto článku
autori ukázali, že táto hranica je dosiahnuteľná pre trojpísmenkovú abecedu a
k = 1. V práci dokazujeme dosiahnuteľnosť tejto hranice na dvojpísmenkovej
abecede a pre všetky k medzi 1 a m− 1.

Veta 5.1 Pre všetky prirodzené čísla m,n, k, pre ktoré platí m ≥ 2, n ≥ 2 a
0 < k < m, existuje binárnym-stavový DFA A s k koncovými stavmi, a binárny
n-stavový DFA B taký, že každý DFA akceptujúci jazyk L(A)L(B) potrebuje
aspoň m2n − k2n−1 stavov.

Kapitola 4.1 sa zaoberá problémom magických čísel pre determinizáciu ne-
deterministických automatov. Číslo α medzi n a 2n sa nazýva magické ak ne-
existuje minimálny n-stavový nedeterministický automat, ktorého ekvivalentný
minimálny deterministický automat má α stavov. Geffert [12, 13] ukázal, že na
unárnej abecede existuje mnoho magických čísel, zatiaľ čo pre lineárnu abecedu
veľkosti n+ 2 neexistuje žiadne magické číslo. Najdôležitejším výsledkom našej
práce je zníženie tejto lineárnej abecedy na konštanú štvorpísmenkovú abecedu.

Veta 5.2 Pre všetky kladné prirodzené čísla n a α také, že n 6 α 6 2n, exis-
tuje minimálny n-stavový nedeterministický konečnostavový automat so štvor-
písmenkovou vstupnou abecedou, ktorého ekvivalentný minimálny determinis-
tický konečnostavový automat má α stavov.

Podobne v kapitole 4.2 hľadáme magické čísla pre zjednotenie a prienik dvoch
regulárnych jazykov reprezentovaných deterministickými alebo nedeterministic-
kými automatmi. Horná hranica pre tieto dve operácie je mn [35, 44]. Na druhej
strane, prienik dvoch disjunkných jazykov je prázdna množina akceptovaná jed-
nostavovým automatom. Prvý výsledok v tejto časti sa týka prieniku jazykov
reprezentovaných deterministickými automatmi a ukazuje neexistenciu magic-
kých čísel v prípade, že automaty majú aspoň dva stavy.
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Veta 5.3 Pre všetky kladné prirodzené čísla m,n a α také, že m > 2, n > 2
a 1 6 α 6 mn, existuje minimálny m-stavový binárny DFA A a minimálny
n-stavový binárny DFA B také, že minimálny DFA pre jazyk L(A) ∩ L(B) má
α stavov.

Podobný výsledok pre zjednotenie dostaneme využitím De Morganovho pra-
vidla a faktu, že jazyk a jeho doplnok majú rovnakú deterministickú stavovú
zložitosť.

Veta 5.4 Pre všetky kladné prirodzené čísla m,n a α také, že m > 2, n > 2
a 1 6 α 6 mn, existuje minimálny m-stavový binárny DFA A a minimálny
n-stavový binárny DFA B také, že minimálny DFA pre jazyk L(A) ∪ L(B) má
α stavov.

V nedeterministickom prípade je horná hranica pre zjednotenie m + n + 1
[18]. Ďalší výsledok ukazuje, že ani v tomto prípade magické čísla neexistujú už
na binárnej abecede, s výnimkou ak m = 1 a n = 1, kedy 2 je magické číslo.

Veta 5.5 Pre všetky kladné prirodzené číslam,n, α také, žem > 2 alebo n > 2,
a 1 6 α 6 m+n+1, existuje minimálnym-stavový binárny NFA A a minimálny
n-stavový binárny NFA B také, že každý minimálny NFA pre jazyk L(A)∪L(B)
má α stavov.

V prípade prieniku dvoch jazykov reprezentovaných nedeterministickými au-
tomatmi je horná hranica mn [18]. Na dôkaz neexistencie magických čísel po-
užíva nasledujúca veta trojpísmenkovú abecedu. Problém ostáva otvorený pre
dvojpísmenkovú abecedu.

Veta 5.6 Pre všetky kladné prirodzené čísla m,n, α také, že 1 6 α 6 mn,
existuje minimálny m-stavový NFA A a minimálny n-stavový NFA B také, že
každý minimálny NFA pre jazyk L(A) ∩ L(B) má α stavov.

Kapitola 4.3 skúma magické čísla pre operáciu doplnku regulárneho jazyka
reprezentovaného n-stavovým nedeterministickým automatom; v deterministic-
kom prípade je tento problém triviálny, pretože deterministická stavová zložitosť
jazyka a jeho doplnku je taká istá. Determinizáciou nedeterministického auto-
matu dostaneme ekvivalentný deterministický automat, ktorý má najviac 2n

stavov. Výmenou koncových a nekoncových stavov dostaneme rovnako veľký, a
teda najviac 2n-stavový, dokonca deterministický, automat pre doplnok pôvod-
ného jazyka. Preto je horná hranica v tomto prípade 2n. A keďže doplnok do-
plnku je pôvodný jazyk, dolná hranica je log n. Náš posledný výsledok dokazuje
neexistenciu magických čísel pre nedeterministický doplnok na 2n-písmenkovej
abecede.

Veta 5.7 Pre všetky kladné prirodzené čísla n a α také, že log n ≤ α ≤ 2n,
existuje n-stavový minimálny NFA M s 2n-písmenkovou vstupnou abecedou
taký, že každý minimálny NFA pre doplnok jazyka L(M) má presne α stavov.
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Summary

This thesis presents several results on the descriptional complexity of regular
languages. We study the deterministic and nondeterministic state complexity of
languages that are defined as the number of states in the minimal deterministic
or a minimal nondeterministic finite automaton for the given language. By the
state complexity of an operation on regular languages we mean the number of
states that are sufficient and necessary in the worst case to accept the language
resulting from the operation, taken as a function of the complexities of operands.

Our first result shows that the upper bounds on the state complexity of
concatenation, that depend on the number of final states in the first automaton,
are tight for an arbitrary number of the final states.

The second part of the thesis is devoted to the magic numbers problem. Here
we are interested not only in the complexity in the worst case, but we also study
all values that can be obtained as the complexity of some operations; the values
that cannot be reached in this way are called magic numbers. In particular, we
examine magic numbers for the NFA to DFA conversion, union and intersection,
and complementation. In all three cases, we show that no magic numbers exist.
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