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likovaná matematika



1 Úvod

Longitudinálne experimenty, ktoré sa vyznačujú opakovaným merańım
určitej vlastnosti na viacerých subjektoch v rôznych časových okamihoch,
zohrávajú dôležitú úlohu v rôznych bio-medićınskych, sociologických, psy-
chologických, či behaviorálnych výskumoch. Na analýzu takto źıskaných
údajov sa v posledných rokoch vo vel’kej miere využ́ıva lineárny zmiešaný
model [12], pričom k odhadovaniu neznámych parametrov modelu je
vhodné použit’ REML funkciu vierohodnosti [6]. Bohužial’, presné rozdele-
nie takto źıskaného odhadu pevných efektov (regresných parametrov) nie
je vo všeobecnosti známe a štatistické inferencie ohl’adne nich sú prevažne
založené na asymptotických vlastnostiach odhadu regresných parametrov v
pŕıpade známych kovariančných parametrov modelu [5]. Avšak, je všeobecne
známou skutočnost’ou, že v pŕıpade malého počtu pozorovańı je takýto
pŕıstup nevhodný. Mnoho autorov sa venovalo tejto problematike, pričom
v záujme odstránenia nedostatkov tohto obvyklého pŕıstupu ponúkajú jeho
modifikácie ([4], [10], [11]). V dizertačnej práci sa podrobneǰsie venujeme
konštrukcii približných konfidenčných oblast́ı známej lineárnej kombinácie
vektora pevných efektov lineárneho zmiešaného modelu pre longitudinálne
dáta. Na základe práce [11] je navrhnutá nová modifikácia odhadu ko-
variančnej matice vektora pevných efektov lineárneho zmiešaného mode-
lu v pŕıpade neznámych kovariančných parametrov modelu, ak tieto sú
odhadované pomocou REML funkcie vierohodnosti. Na základe [1] a [10] je
odvodený postup pre konštrukciu približných konfidenčných oblast́ı známej
lineárnej kombinácie vektora pevných efektov lineárneho zmiešaného mo-
delu pre longitudinálne dáta v pŕıpade použitia navrhnutého odhadu ko-
variančnej matice odhadu vektora pevných efektov. V simulačnej štúdii
sme porovnali vlastnosti navrhnutej približnej konfidenčnej oblasti známej
lineárnej kombinácie vektora pevných efektov lineárneho zmiešaného modelu
pre longitudinálne dáta s vlastnost’ami niektorých použ́ıvaných približných
konfidenčných oblast́ı známej lineárnej kombinácie vektora pevných efektov
lineárneho zmiešaného modelu pre longitudinálne dáta ([4], [8], [10]), ako aj
s vlastnost’ami konfidenčnej oblasti založenej na asymptotických výsledkoch.

2 Lineárny zmiešaný model pre longitudinálne

dáta

Lineárny zmiešaný model je pre analýzu longitudinálnych dát výhodný,
pretože už v samotnom zápise zohl’adňuje vplyv jednotlivých subjektov na
svoje opakované merania, pričom tieto individuálne efekty sa môžu pre jed-
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notlivé subjekty navzájom odlǐsovat’. Vsunut́ım týchto efektov do modelu je
potom možné odhadovat’ nielen celkovú zmenu spoločnú pre všetky subjekty,
ale aj jednotlivé zmeny pre každý subjekt, ktoré vyjadrujú ich odchýlku od
všeobecného priemeru. Pre túto vlastnost’ lineárnych zmiešaných modelov sa
tento pŕıstup často využ́ıva v mnohých praktických aplikáciách.

Pre vektor pozorovańı Yi na i-tom subjekte, i = 1, 2, . . . , I, v tomto
pŕıpade plat́ı vzt’ah

Yi = Xiβ + Ziηi + εi, (1)

kde Xi sú známe (ni × p)-rozmerné matice plánu pre neznámy p-rozmerný
vektor parametrov β. Tieto nazývame pevné efekty a sú pre všetky sub-
jekty rovnaké. Naopak, q-rozmerné vektory neznámych parametrov ηi sa
pre každý subjekt navzájom odlǐsujú, pričom ich považujeme za náhodné,
navzájom nezávislé pochádzajúce z N(0,D) rozdelenia. Sú to teda indi-
viduálne náhodne efekty jednotlivých subjektov na svoje opakované merania.
K nim prislúchajúce (ni×q)-rozmerné matice Zi sú, podobne ako Xi, známe.
Pre ni-rozmerný vektor náhodných chýb i-teho subjektu εi predpokladáme
jeho nezávislost’ od ηi, nezávislost’ od εj pre i 6= j a rozdelenie εi ∼ N(0,Ri).

Kovariančná matica náhodného vektora pozorovańı i-teho subjektu Yi,
i = 1, 2, . . . , I, je potom

Var(Yi) = Σi = ZiDZ
′

i + Ri. (2)

Pre prehl’adneǰśı zápis budeme model (1) uvádzat’ vo všeobecneǰsom tvare
lineárneho zmiešaného modelu nasledovne



Y1

Y2

...
Yi

...
YI




=




X1

X2

...
Xi

...
XI




β+




Z1 0 . . . 0 . . . 0
0 Z2 . . . 0 . . . 0
...

...
. . .

...
. . .

...
0 0 . . . Zi . . . 0
...

...
. . .

...
. . .

...
0 0 . . . 0 . . . ZI







η
1

η
2

...
ηi

...
ηI




+




ε1

ε2

...
εi

...
εI




, (3)
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kde jednotlivé Σi sú dané vzt’ahom (2). Navyše predpokladajme, že ko-
variančná matica náhodného vektora pozorovańı Y je známou funkciou r-
rozmerného vektora parametrov θ, a teda Var(Y) = Σ = Σ(θ).

Za predpokladu, že θ je známy vektor parametrov, a teda aj Σ je známa
matica a existencie matice k nej inverznej, je potom možné odhad pevných
efektov zaṕısat’ v tvare

β̃ =
(
X

′

Σ−1X
)
−1

X
′

Σ−1Y, (4)

kde predpokladáme existenciu matice (X
′

Σ−1X)−1. Takto źıskaný odhad
zodpovedá riešeniu problému odhadovania neznámych parametrov váženou
metódou najmenš́ıch štvorcov (VMNŠ) a za daných predpokladov plat́ı

(
β̃ − β

)
∼ N

(
0,

(
X

′

Σ−1X
)
−1

)
. (5)

Z Gauss-Markovovej vety je zrejmé, že β̃ je najlepš́ı lineárny nevychýlený
odhad (BLUE - best linear unbiased estimator) vektora pevných efektov β.

3 Odhad neznámych kovariančných paramet-

rov

Napriek tomu, že v analýze longitudinálnych dát nás primárne zauj́ımajú
odhady neznámych pevných efektov (regresných parametrov), respekt́ıve
predikcie lineárnej kombinácie neznámych pevných a náhodných efektov, k
ich źıskaniu je v praktických úlohách častokrát potrebné odhadovat’ aj ko-
variančné parametre modelu. Ked’že z hl’adiska analýzy longitudinálnych dát
nás tieto primárne nezauj́ımajú, označujeme ich aj ako nežiaduce parametre.
Je však potrebné podotknút’, že ich odhady ovplyvňujú efekt́ıvnost’ odhadov
parametrov, ktoré sú v prvoradom záujme našej analýzy. Na źıskanie týchto
odhadov sa vo vel’kej miere využ́ıva REML funkcia vierohodnosti (restricted
maximum likelihood), pričom jej logaritmus je v tvare

lREML(θ;Y) = −
1

2
(n − r) ln (2π) −

1

2
ln |Σ(θ)| −

1

2
ln

∣∣X′Σ−1(θ)X
∣∣

−
1

2
Y′

{
Σ−1(θ) − Σ−1(θ)X

[
X′Σ−1(θ)X

]−1
X′Σ−1(θ)

}
Y, (6)

kde n =
∑I

i=1
ni. Maximalizáciou uvedeného logaritmu REML funkcie viero-

hodnosti (6) vzhl’adom na neznáme parametre θ źıskame REML odhad θ̂

neznámych kovariančných parametrov modelu θ.
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Pre odhady kovariančných parametrov θ̂ źıskaných pomocou uvedenej
REML funkcie vierohodnosti (6) potom plat́ı (pozri napr. [16]), že ich asymp-
totické rozdelenie (pre n → ∞) je

(
θ̂ − θ0

)
∼ N (0,W) , (7)

kde W je inverzia Fisherovej informačnej matice

W =

{
E

[
∂lREML

∂θ

∂lREML

∂θ
′

]}
−1

=

{
−E

[
∂2lREML

∂θ∂θ
′

]}−1

, (8)

kde θ0 je skutočný vektor kovariančných parametrov modelu.

4 Vlastnosti odhadu pevných efektov lineár-

neho zmiešaného modelu

Predpokladajme, že vektor pozorovańı Y = (Y′

1,Y
′

2, . . . ,Y
′

I)
′ sṕlňa lineárny

zmiešaný model pre longitudinálne dáta (3), resp. (1), v ktorom sú okrem
vektora pevných efektov neznáme navyše aj kovariančné parametre modelu
θ. Je zrejmé, že v tomto pŕıpade je kovariančná matica náhodného vektora
pozorovańı Σ neznáma. Máme však k dispoźıcii jej REML odhad, označme
Σ̂ = Σ(θ̂). Prirodzeným postupom k źıskaniu odhadu neznámeho vektora
pevných efektov β je v tomto pŕıpade nahradenie známej matice Σ vo vzt’ahu
(4) jej REML odhadom Σ̂. Takto źıskaný odhad vektora pevných efektov β

nazveme empirický najlepš́ı lineárny nevychýlený odhad (EBLUE - empirical
best linear unbiased estimator)

β̂ =
(
X

′

Σ−1(θ̂)X
)
−1

X
′

Σ−1(θ̂)Y. (9)

Tento je podl’a [2] nevychýleným odhadom vektora pevných efektov modelu
β, a teda

E
(
β̂

)
= β. (10)

Kovariančná matica β̂ žial’ vo všeobecnosti nie je známa a v pŕıpade
neznámych kovariančných parametrov modelu je zväčša odhadovaná ako

Φ̂ =
(
X

′

Σ−1(θ̂)X
)
−1

. (11)

Autori [10] uvádzajú, že pre n → ∞ je asymptotická kovariančná matica β̂

rovná práve Φ. Bohužial’, pre
”
malé“ rozsahy výberov je uvedená aproximácia
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nevhodná, ked’že v sebe nezahŕňa neistotu spojenú s odhadovańım neznámych
kovariančných parametrov modelu θ a navyše Φ̂ nie je nevychýleným
odhadom Φ.

V pŕıpade konečného počtu pozorovańı je možné na základe práce [9]
ukázat’, že približná kovariančná matica EBLUE pre pevné efekty modelu β

je

Var
(
β̂

)
= Φ + Λ1, (12)

kde

Λ1 ≈ Φ

{
r∑

k=1

r∑

l=1

{W}kl (Qkl − PkΦPl)

}
Φ, (13)

Pk = −X
′

Σ−1 ∂Σ

∂θk

Σ−1X, (14)

Qkl = X
′

Σ−1 ∂Σ

∂θk

Σ−1 ∂Σ

∂θl

Σ−1X. (15)

Kovariančná matica β̂ daná vzt’ahom (12) je zrejme funkciou kovariančných
parametrov modelu, ktoré však nie sú známe. Preto je potrebné ju pre
d’aľsiu analýzu odhadnút’. Z predchádzajúceho možno usúdit’, že

”
rozumným“

odhadom Var(β̂) by mohlo byt’

V̂ar
(
β̂

)
= Φ̂ + Λ̂1. (16)

Bohužial’, ako už bolo spomenuté, Φ̂ nie je nevychýleným odhadom Φ. Preto
autori [10] navrhujú, na základe prác [7] a [14] aproximáciu tejto matice

pomocou Taylorovho rozvoja druhého rádu Φ̂ okolo skutočného vektora kova-
riančných parametrov θ0, č́ım dostávajú odhad kovariančnej matice empiric-
kého najlepšieho lineárneho nevychýleného odhadu pevných efektov modelu
(3), resp. modelu (1),

V̂ar
(
β̂

)
= Φ̂ + 2Φ̂

{
r∑

k=1

r∑

l=1

{
Ŵ

}
kl

(
Q̂kl − P̂kΦ̂P̂l −

1

4
R̂kl

)}
Φ̂ ≡ Φ̂mod, (17)

kde

Rkl = X
′

Σ−1

[
∂2Σ

∂θk∂θl

]
Σ−1X (18)

a Ŵ, P̂k, Q̂kl a R̂kl sú postupne (8), (14), (15) a (18) s dosadenými REML

odhadmi kovariančných parametrov modelu θ, θ̂.

Uvedený postup k źıskaniu odhadu kovariančnej matice β̂ predpokladá
nevychýlenost’ odhadu kovariančných parametrov modelu θ. REML odhady
kovariančných parametrov však vo všeobecnosti nie sú nevychýlené, pričom
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táto odchýlka sa vo väčšej miere prejavuje najmä v pŕıpadoch, ktoré pred-
pokladajú nelineárne štruktúry kovariančnej matice náhodného vektora po-

zorovańı Y. Preto autori v [11] odvodzujú odchýlku REML odhadu θ̂ kova-
riančných parametrov modelu, ktorá je

Bias(θ̂k) = E
[(

θ̂ − θ0

)
k

]
= −

1

4

r∑

l=1

r∑

i=1

r∑

j=1

{W}ij {W}kl trace

[
∂2Σ

∂θk∂θl

Ck

]
, (19)

kde

Ck =

((
I − Σ−1

(
XΦX

′

))
Σ−1 ∂Σ

∂θk

Σ−1
(
I − Σ−1

(
XΦX

′

))′
)

a trace
[

∂2
Σ

∂θk∂θl

Ck

]
je stopa matice

[
∂2

Σ

∂θk∂θl

Ck

]
. Tento vzt’ah následne zahrnuli

do odhadu kovariančnej matice odhadu vektora pevných efektov, č́ım dosiahli
modifikovaný odhad kovariančnej matice odhadu vektora pevných efektov

V̂ar
(
β̂

)
= Φ̂mod + B̂ ≡ Φ̂

∗

mod1, (20)

kde

B =
1

4

r∑

k=1

r∑

l=1

r∑

i=1

r∑

j=1

{W}ij {W}kl trace

[
∂2Σ

∂θk∂θl

Ck

] [
∂Φ

∂θk

]
=

−
r∑

k=1

Bias(θ̂k)

[
∂Φ

∂θk

]
(21)

a B̂ je odhad B, kde vo vzt’ahu (21) je namiesto skutočného vektora kova-

riančných parametrov použitý jeho REML odhad θ̂.

Ked’že matica Φ̂
∗

mod1 vo svojom zápise zahŕňa odchýlku odhadu ko-

variančných parametrov modelu θ len pomocou členu B̂ vystupujúceho vo
vzt’ahu (20), navrhujeme túto navyše uvažovat’ aj pre postupy na odvodenie

kovariančnej matice β̂, konkrétne pri výpočte korekčného člena Λ1 daného
vzt’ahom (13), ako aj jeho zahrnut́ım do odhadu kovariančnej matice β̂ nielen

pomocou korekčného člena B̂ matice Φ̂
∗

mod1 vzhl’adom na maticu Φ̂mod, ale
aj do člena

2Φ̂

{
r∑

k=1

r∑

l=1

{
Ŵ

}
kl

(
Q̂kl − P̂kΦ̂P̂l −

1

4
R̂kl

)}
Φ̂

vystupujúceho vo vzt’ahu (17).
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Upusteńım od predpokladu nevychýlenosti REML odhadu kovariančných
parametrov modelu θ dostávame korekčný člen kovariančnej matice β̂

vzhl’adnom na kovariančnú maticu β̃

Λ ≈ Φ

{
r∑

k=1

r∑

l=1

wkl (Qkl − PkΦPl)

}
Φ, (22)

kde

wkl = E
[(

θ̂ − θ0

)
k

(
θ̂ − θ0

)
l

]
= {W}kl + Bias(θ̂k)Bias(θ̂l). (23)

Je zrejmé, že tento sa od pôvodného korekčného člena Λ1 kovariančnej matice
β̂ vzhl’adom na kovariančnú maticu β̃ daného vzt’ahom (13) odlǐsuje použit́ım
wkl namiesto {W}kl.

Podobne, upusteńım od predpokladu nevychýlenosti REML odhadu ko-

variančných parametrov modelu θ, dostávame odhad kovariančnej matice β̂

V̂ar(β̂) = Φ̂ + B̂ + 2Φ̂

{
r∑

k=1

r∑

l=1

ŵkl

(
Q̂kl − P̂kΦ̂P̂l −

1

4
R̂kl

)}
Φ̂ ≡ Φ̂mod1, (24)

kde ŵkl je (23) s dosadeným REML odhadom vektora kovariančných

parametrov modelu θ, θ̂.

5 Konfidenčné oblasti pevných efektov

Uvažujme teraz o štatistických inferenciách ohl’adne l lineárnych kombinácíı
prvkov β, konkrétne zostrojeńım konfidenčnej oblasti pre L

′

β, kde L je známa
(p × l)-rozmerná matica plnej hodnosti l ≤ p. V pŕıpade, že kovariančné
parametre modelu θ sú známe, je podl’a (5)

(L
′

β̃ − L
′

β) ∼ N(0,L
′

ΦL) ,

a teda
χ2 = (L

′

β̃ − L
′

β)
′

(L
′

ΦL)−1(L
′

β̃ − L
′

β) (25)

má chi-kvadrát rozdelenie s l stupňami vol’nosti, χ2
l . (1 − α) · 100%-nú kon-

fidenčnú oblast’ (α ∈ (0, 1)) tvoŕı množina tých vektorov pevných efektov
(regresných parametrov) β+, pre ktoré je

(L
′

β̃ − L
′

β+)
′

(L
′

ΦL)−1(L
′

β̃ − L
′

β+) < χ2
l (1 − α), (26)

kde χ2
l (1−α) je (1−α)-kvantil chi-kvadrát rozdelenia s l stupňami vol’nosti.
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Takáto situácia je však v praxi vel’mi zriedkavá, ked’že kovariančné
parametre modelu sú taktiež prevažne neznáme.

”
Naivným“ pŕıstupom by

sme v tomto pŕıpade mohli postupovat’ nasledovne. Nahradit’ vo vzt’ahu (25)
neznámu hodnotu vektora kovariančných parametrov modelu θ ich REML
odhadmi θ̂ a predpokladat’, že

χ2
∗

= (L
′

β̂ − L
′

β)
′

(L
′

Φ̂L)−1(L
′

β̂ − L
′

β) (27)

má taktiež χ2 rozdelenie s l stupňami vol’nosti. Tento pŕıstup využ́ıva väčšina
základnej literatúry o longitudinálnych dátach (pozri napr. [3], [5]). (1− α) ·
100%-nú konfidenčnú oblast’ (α ∈ (0, 1)) tvoŕı množina tých vektorov pevných
efektov β+, pre ktoré je

(L
′

β̂ − L
′

β+)
′

(L
′

Φ̂L)−1(L
′

β̂ − L
′

β+) < χ2
l (1 − α). (28)

V skutočnosti však presné rozdelenie (L
′

β̃ − L
′

β nepoznáme a navyše,

ako bolo uvedené v predchádzajúcej časti, taktiež použitie Φ̂ ako odhadu
kovariančnej matice β̂ nie je správne. Oba tieto nedostatky sa prejavujú
najmä v pŕıpade

”
malého“ počtu pozorovańı.

Preto je vhodneǰsie pri konštrukcii konfidenčných oblast́ı pre známu
lineárnu kombináciu pevných efektov modelu L

′

β využit’ štatistiku v tvare

F =
1

l
(L

′

β̂ − L
′

β)
′

(L
′

Φ̂
∗

L)−1(L
′

β̂ − L
′

β), (29)

kde Φ̂
∗

je bud’
”
naivný“ odhad kovariančnej matice vektora pevných efektov

modelu Φ̂, alebo jej modifikovaný odhad Φ̂mod. Pre túto potom predpokla-
dáme, že má Fisherovo-Snedecorovo rozdelenie s l a m stupňami vol’nosti,
Fl,m. Hodnota stupňov vol’nosti m však vo všeobecnosti nie je známa a preto
sa k jej źıskaniu využ́ıvajú rôzne aproximácie.

5.1 Faiova-Corneliusova metóda

Jednou z možnost́ı odhadnutia počtu stupňov vol’nosti m je tzv. Faiova-
Corneliusova metóda uvedená v [4]. Tento postup predpokladá, že

FFC =
1

l
(L′β̂ − L′β)

′

(L′Φ̂L)−1(L′β̂ − L′β) (30)

má približne Fl,m rozdelenie. Poznamenajme, že uvedená metóda použ́ıva ako

odhad kovariančnej matice EBLUE -u pevných efektov maticu Φ̂. Využit́ım
spektrálnej dekompoźıcie matice (L′Φ̂L)−1 je potom náhodnú premennú
M = l · FFC možné zaṕısat’ ako súčet kvadrátov l nezávislých približne
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Studentovo t-rozdelených náhodných premenných t2νs
s νs, s = 1, 2, . . . , l,

stupňami vol’nosti

M =

l∑

s=1

(
v

′

sL
′β̂

)2

vs

=

l∑

s=1

t2νs
, (31)

kde vs je s-tý vlastný vektor matice (L′Φ̂L)−1 a vs je pŕıslušná vlastná
hodnota. Porovnańım strednej hodnoty náhodnej premennej M/l so stred-
nou hodnotou Fl,m rozdelenia dostávame približný počet stupňov vol’nosti m
pomocou Faiovej-Corneliusovej metódy

m =
2E [M ]

E [M ] − l
. (32)

Odhad počtu stupňov vol’nosti m pomocou Faiovej-Corneliusovej metódy
je potom m̂ definované vzt’ahom (32), kde jednotlivé νs, s = 1, 2, . . . , l sú
odhadované pomocou Satterthwaiteovej aproximácie (pozri [15]).

Faiovu-Corneliusovu aproximat́ıvnu (1−α) · 100%-nú konfidenčnú oblast’

(α ∈ (0, 1)) tvoŕı množina tých vektorov pevných efektov β+, pre ktoré je

1

l
(L′β̂ − L′β+)

′

(L′Φ̂L)−1(L′β̂ − L′β+) < Fl,m̂(1 − α), (33)

kde Fl,m̂(1 − α) je (1 − α)-kvantil Fisherovho-Snedecorovho rozdelenia s l a
m̂ stupňami vol’nosti.

5.2 Kenwardova-Rogerova metóda

Ďaľsia metóda na odhad počtu stupňov voňosti m, prezentovaná v [10], je
založená na predpoklade, že štatistika

FKR = λ
1

l
(L′β̂ − L′β)

′

(L′Φ̂modL)−1(L′β̂ − L′β) (34)

má približne Fl,m rozdelenie. Tento vzt’ah využ́ıva ako odhad kovariančnej

matice EBLUE -u pevných efektov maticu Φ̂mod definovanú vzt’ahom (17).
Na rozdiel od predchádzajúcej Faiovej-Corneliusovej metódy tu navyše vy-
stupuje aj

”
škálovacia“ konštanta λ, ktorej hodnota je podobne ako počet

stupňov vol’nosti m neznáma a je potrebné ju taktiež odhadovat’. Pomocou
Taylorovho rozvoja druhého rádu matice (L′Φ̂modL)−1 okolo skutočného vek-
tora kovariančných parametrov θ0 a jeho následným využit́ım pri výpočte
prvých dvoch momentov náhodnej premennej F = 1

λ
FKR, za predpokladu,

že θ̂ je nevychýleným odhadom vektora kovariančných parametrov modelu
θ, dostávame

E [F ] =
l + A∗

2

l
, Var [F ] =

2 + 2B∗

l
, (35)

11



kde

A∗

1 =
r∑

k=1

r∑

s=1

{W}ks trace
(
(L′

ΦL)−1
L

′

ΦPkΦL

)
trace

(
(L′

ΦL)−1
L

′

ΦPsΦL

)
, (36)

A
∗

2 =

r∑

k=1

r∑

s=1

{W}
ks

trace
(
(L′

ΦL)−1
L

′

ΦP kΦL(L′

ΦL)−1
L

′

ΦP sΦL
)

, (37)

B
∗ =

A∗

1 + 6A∗

2

2l
. (38)

Pomocou uvedených vzt’ahov a porovnańım E [FKR] = λ E [F ] a Var [FKR] =
λ2 Var [F ] s prvými dvoma momentami Fl,m rozdelenia dostávame

λ =
m

E [F ](m − 2)
, m = 4 +

l + 2

lρ − 1
, (39)

kde

ρ =
Var [F ]

2 {E [F ]}
2
.

Odhady
”
škálovacej“ konštanty λ a počtu stupňov vol’nosti m sú potom také

λ̂ a m̂, kde v (39) (respekt́ıve vo vzt’ahoch (36), (37) a (38)) je skutočný

vektor kovariančných parametrov nahradený jeho REML odhadom θ̂.
Kenwardovu-Rogerovu aproximat́ıvnu (1−α)·100%-nú konfidenčnú oblast’

(α ∈ (0, 1)) tvoŕı množina tých vektorov pevných efektov β+, pre ktoré je

λ̂
1

l
(L′β̂ − L′β+)

′

(L′Φ̂modL)−1(L′β̂ − L′β+) < Fl,m̂(1 − α), (40)

kde Fl,m̂(1 − α) je (1 − α)-kvantil Fisherovho-Snedecorovho rozdelenia s l a
m̂ stupňami vol’nosti.

5.3 Modifikovaná Kenwardova-Rogerova metóda

Predpokladajme teraz, že

F ∗ = λ
1

l
(L′β̂ − L′β)

′

(L′Φ̂mod1L)−1(L′β̂ − L′β) (41)

má približne Fisherovo-Snedecorovo rozdelenie s l a m stupňami vol’nosti.
Táto testovacia štatistika uvažuje, na rozdiel od vzt’ahu (34), ako odhad ko-

variančnej matice odhadu pevných efektov maticu Φ̂mod1 danú vzt’ahom (24).
V dizertačnej práci sú na základe postupov uvedených v [1] a [10] odvo-
dené vzt’ahy na približný výpočet

”
škálovacej“ konštanty λ a počtu stupňov

vol’nosti m pre uvažovanú situáciu, pričom tieto sú

λ =
m

E [F ](m − 2)
, m = 4 +

l + 2

lρ − 1
, (42)
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kde

ρ =
Var [F ]

2 {E [F ]}
2
, E [F ] = 1 +

A2

l
, Var [F ] =

2

l
(1 + B) ,

v ktorých

A1 =

r∑

k=1

r∑

s=1

wkstrace
(
(L′

ΦL)−1
L

′

ΦPkΦL

)
trace

(
(L′

ΦL)−1
L

′

ΦPsΦL

)
, (43)

A2 =

r∑

k=1

r∑

s=1

wkstrace
(
(L′

ΦL)−1
L

′

ΦP kΦL(L′

ΦL)−1
L

′

ΦP sΦL
)

(44)

a

B =
A1 + 6A2

2l
. (45)

Odhady
”
škálovacej“ konštanty λ a počtu stupňov vol’nosti m sú také λ̂

a m̂, kde v (42) (resp. v (43), (44) a (45)) je nahradený skutočný vektor

kovariančných parametrov jeho REML odhadom θ̂.
Modifikovanú Kenwardovu-Rogerovu aproximat́ıvnu (1−α)·100%-nú kon-

fidenčnú oblast’ (α ∈ (0, 1)) potom tvoŕı množina tých vektorov pevných
efektov β+, pre ktoré

λ̂
1

l
(L′β̂ − L′β+)

′

(L′Φ̂mod1L)−1(L′β̂ − L′β+) < Fl,m̂(1 − α), (46)

kde Fl,m̂(1 − α) je (1 − α)-kvantil Fisherovho-Snedecorovho rozdelenia s l a
m̂ stupňami vol’nosti.

Poznámka 1 : Všimnime si, že uvedené výsledky sú takmer totožné s
výsledkami ponúknutými v článku [10] prezentovanými v časti 5.2, až na
použitie wkl vo vzt’ahoch pre výpočet A1 a A2 namiesto použitia (k, l)-tého
prvku inverzie Fisherovej informačnej matice {W}kl vo vzt’ahoch pre výpočet
A∗

1 a A∗

2 daných v (36) a (37).

Poznámka 2 : V pŕıpade použitia matice Φ̂
∗

mod1 v uvedenej kvadratickej
forme (41), tzn. v pŕıpade, že pre štatistiku danú vzt’ahom

F ∗

1 = λ
1

l
(L′β̂ − L′β)

′

(L′Φ̂
∗

mod1L)−1(L′β̂ − L′β)

predpokladáme, že má Fl,m rozdelenie dostaneme za predpokladu

nevychýlenosti REML odhadu θ̂ vzt’ahy pre približný výpočet
”
škálovacej“

konštanty λ a počtu stupňov vol’nosti m zhodné s tými, ktoré boli uvedené v
časti 5.2.
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6 Simulačné štúdie

V simulačnej štúdii sme sa zamerali na adekvátnost’ použitia metód pre
konštrukciu konfidenčných oblast́ı uvedených v predchádzajúcich častiach pre
lineárny zmiešaný model (ale aj pre lineárny model) v pŕıpade, že chyby nie

sú korelované alebo sṕlňajú autoregresný proces prvého rádu AR(1). Ked’že
tieto metódy vo všeobecnosti (najmä Kenwardova-Rogerova metóda poṕısaná
v časti 5.2) neboli dostatočne preverené v pŕıpade

”
malého“ počtu merańı pre

longitudinálne dáta (pozri napr. [5], [13]), považovali sme za vhodné overit’

ich vlastnosti na základe simulácii a porovnat’ s vlastnost’ami modifikovanej
Kenwardovej-Rogerovej metódy odvodenej v dizertačnej práci uvedenej v
časti 5.3. Ked’že longitudinálne dáta sú charakteristické opakovanými mera-
niami určitej vlastnosti počas sledovaného časového obdobia na viacerých
subjektoch, bolo v simulačnej štúdii potrebné uvažovat’

”
malý“ počet sub-

jektov,
”
malý“ rozsah vektorov pozorovańı na jednotlivých subjektoch, ale i

”
malý“ rozsah vektorov pozorovańı na

”
malom“ počte subjektov.

Na overenie oprávnenosti použitia uvažovaných metód v pŕıpade
”
malého“

počtu pozorovańı bol v programovacom jazyku MATLAB vytvorený pro-
gram, pomocou ktorého sme na základe simulácíı spoč́ıtali empirické
pravdepodobnosti pokrytia skutočnej hodnoty vektora pevných efektov pre
uvažované metódy.

Na základe výsledkov simulačnej štúdie môžeme usudzovat’, že empi-
rické konfidenčné oblasti známej lineárnej kombinácie vektora pevných efek-
tov zostrojené pomocou Kenwardovej-Rogerovej metódy s použit́ım modi-
fikovaného odhadu kovariančnej matice odhadu vektora pevných efektov
Φ̂mod z článku [10] v pŕıpade menšieho počtu subjektov so zvyšujúcim sa
počtom pozorovańı na jednotlivých subjektoch ponúkajú v pŕıpade lineárneho
zmiešaného modelu (ale aj lineárneho modelu) s AR(1) chybami takmer
porovnatel’né výsledky ako empirické konfidenčné oblasti zostrojené pomo-
cou

”
naivnej“ metódy (pomocou vzt’ahu (28)), avšak v pŕıpade lineárneho

zmiešaného modelu s nekorelovanými chybami ponúka táto metóda o niečo
prijatel’neǰsie výsledky ako

”
naivná“ metóda, teda empirická hodnota kon-

fidencie je bližšie k jej nominálnej hodnote. Napriek tomu túto vo všetkých
uvažovaných pŕıpadoch podhodnocuje. V pŕıpade nižšieho počtu opakovaných
merańı na jednotlivých subjektoch sa pre lineárny zmiešaný model s nekorelo-
vanými chybami so zvyšujúcim počtom subjektov empirická hodnota konfi-
dencie približuje požadovanej nominálnej hodnote rýchleǰsie ako

”
naivná“

metóda, a teda požadovanú nominálnu hodnotu konfidencie dosahuje už
pre menš́ı počet subjektov. Pre lineárny zmiešaný model (ale aj lineárny
model) s AR(1) chybami vykazuje uvedená metóda v pŕıpade nižšieho počtu
opakovaných merańı na zvyšujúcom sa počte subjektov takmer porovnatel’né
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výsledky ako
”
naivná“ metóda.

Empirické konfidenčné oblasti známej lineárnej kombinácie vektora
pevných efektov zostrojené pomocou modifikovanej Kenwardovej-Rogerovej
metódy s použit́ım navrhnutého modifikovaného odhadu kovariančnej matice
odhadu vektora pevných efektov Φ̂mod1 dosahujú nominálnu hladinu konfi-
dencie už pre menš́ı počet subjektov, ako aj pre menš́ı rozsah opakovaných
merańı na jednotlivých subjektoch ako empirické konfidenčné oblasti zostro-
jené pomocou Kenwardovej-Rogerovej metódy s použit́ım modifikovaného
odhadu kovariančnej matice odhadu vektora pevných efektov Φ̂mod z článku
[10] len v pŕıpade nelineárnej štruktúry kovariančných mat́ıc náhodných vek-

torov Yi (v dizertačnej práci sme uvažovali, že chyby sṕlňajú AR(1) proces).
V pŕıpade lineárnych štruktúr kovariančných mat́ıc náhodných vektorov Yi

sa odhad kovariančnej matice β̂ navrhnutý v dizertačnej práci (Φ̂mod1 daný

vzt’ahom (24)) redukuje na odhad kovariančnej matice β̂ navrhnutý v článku

[10] (Φ̂mod daný vzt’ahom (17)), a taktiež výraz wkl daný vzt’ahom (23) sa
rovná (k, l)-tému prvku inverzie Fisherovej informačnej matice {W}kl. Modi-
fikovaná Kenwardova-Rogerova metóda odvodená v dizertačnej práci ponúka
v týchto pŕıpadoch výsledky totožné s Kenwardovou-Rogerovou metódou z
[10].

Empirické konfidenčné oblasti známej lineárnej kombinácie vektora
pevných efektov zostrojené pomocou Faiovej-Corneliusovej metódy ponúkajú
takmer porovnatel’né výsledky ako navrhnutá modifikovaná Kenwardova-
Rogerova metóda, pričom v niektorých pŕıpadoch dosahujú požadovanú
nominálnu hladinu konfidencie už pre nižš́ı počet subjektov. V pŕıpade
zvyšujúceho sa počtu pozorovańı na malom počte subjektov, ktoré má na
hodnotu empirických pravdepodobnost́ı pokrytia konštruovaných pomocou
modifikovanej Kenwardovej-Rogerovej metódy len nepatrný vplyv sú hod-
noty empirických pravdepodobnost́ı pokrytia zostrojené pomocou Faiovej-
Corneliusovej metódy s ňou porovnatel’né, resp. sú bližšie požadovanej
nominálnej konfidenčnej hodnote.

Taktiež je možné konštatovat’, že pre lineárny zmiešaný model pre longi-
tudinálne dáta s AR(1) chybami nemá skutočná hodnota autokorelačného
koeficientu na vlastnosti konfidenčných oblast́ı skonštruovanými pomocou

”
naivnej“, Kenward-Roger, modifikovanej Kenwardovej-Rogerovej a Faiovej-

Corneliusovej metódy takmer žiadny vplyv.

7 Záver

V dizertačnej práci bol v kapitole 3 uvedený stručný prehl’ad dvoch
lineárnych modelov pre analýzu longitudinálnych dát spolu s praktickou
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ukážkou štatisticky správnej vol’by modelu pre namerané údaje. Kapitola
4 ponúkla prehl’ad súčasných metód na odhadovanie kovariančnej matice
odhadu vektora pevných efektov lineárneho zmiešaného modelu pre lon-
gitudinálne dáta spolu s najpouž́ıvaneǰśımi postupmi pre zostrojenie pri-
bližnej konfidenčnej oblasti známej lineárnej kombinácie vektora pevných
efektov lineárneho zmiešaného modelu pre longitudinálne dáta v pŕıpade

”
malého“ počtu pozorovańı. Na základe výsledkov z [11] bol v kapitole 5

navrhnutý nový odhad kovariančnej matice odhadu vektora pevných efektov
lineárneho zmiešaného modelu pre longitudinálne dáta v pŕıpade neznámych
kovariančných parametrov modelu, ak tieto sú odhadované pomocou REML
funkcie vierohodnosti, pričom je vynechaná podmienka nevychýlenosti týchto
odhadov. Následne bol odvodený postup pre konštrukciu približných kon-
fidenčných oblast́ı známej lineárnej kombinácie vektora pevných efektov
lineárneho zmiešaného modelu pre longitudinálne dáta v pŕıpade použitia
navrhnutého odhadu kovariančnej matice odhadu vektora pevných efektov
lineárneho zmiešaného modelu pre longitudinálne dáta za vynechania pod-
mienky nevychýlenosti REML odhadu neznámych kovariančných parametrov
modelu. V simulačnej štúdii boli porovnané vlastnosti niektorých približných
konfidenčných oblast́ı v pŕıpade

”
malého“ počtu pozorovańı, pričom tieto sú

porovnané aj s vlastnost’ami konfidenčnej oblasti založenej na asymptotických
výsledkoch.

Hlavné pŕınosy dizertačnej práce

• Návrh nového odhadu kovariančnej matice odhadu vektora pevných
efektov lineárneho zmiešaného modelu pre longitudinálne dáta, vzt’ah
(24).

• Odvodenie postupu pre zostrojenie približnej konfidenčnej oblasti
známej lineárnej kombinácie vektora pevných efektov lineárneho
zmiešaného modelu pre longitudinálne dáta v pŕıpade

”
malého“ počtu

pozorovańı, vzt’ahy (42),(43), (44), (45) a (46).

• Porovnanie vlastnost́ı známych približných konfidenčných oblast́ı
známej lineárnej kombinácie vektora pevných efektov lineárneho
zmiešaného modelu pre longitudinálne dáta s vlastnost’ami navrhnutej
približnej konfidenčnej oblasti známej lineárnej kombinácie vektora
pevných efektov lineárneho zmiešaného modelu pre longitudinálne
dáta v pŕıpade

”
malého“ počtu pozorovańı, ako aj ich porovnanie s

vlastnost’ami konfidenčnej oblasti založnej na základe asymptotických
výsledkoch.
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8 Summary

The thesis mainly deals with the construction of approximate confidence
regions for known linear combination of the vector of fixed effects in the linear
mixed model for longitudinal data. Following [11] a new modification of the
estimator of covariance matrix for the estimator of fixed effects in the linear
mixed model is proposed for the case of unknown covariance parameters of the
model, where these are estimated using the REML likelihood function. Using
this modified estimator of covariance matrix, based on [1] and [10], a method
to construct an approximate confidence region for known linear combination
of the vector of fixed effects in the linear mixed model for longitudinal data is
derived. A simulation study compares the quality of the proposed confidence
region with qualities of the commonly used approximate confidence regions
presented in [4], [8] and [10] in the case of “small“ sample sizes. Properties of
all these confidence regions are compared also with properties of confidence
region based on asymptotic results.
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• Wimmer, G. (2009): Confidence Region in Linear Mixed Model for Lon-

gitudinal Data, MEASUREMENT 2009: 7th International Conference
on Measurement, 37 – 40

• Wimmer, G. (2009): Algoritmus výpočtu priblǐzných konfidenčných in-
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